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研究成果の概要（和文）：レーザーで作られた準周期ポテンシャル中の原子気体についてクリテ

ィカル状態が見出せることを理論的に示した。また、複数バンドを持つ超伝導体で秩序変数が

空間変化する FFLO 状態が新しく複数の相に一次転移的に移ることを解明した。 

研究成果の概要（英文）：It is theoretically showed that the critical states of the atomic 
gases exist under the quasi-periodic potential made by the laser field. The FFLO states 
in which the order parameters of the superconductivity modulate in space are studied in 
multi-band superconductors. The new phases of the FFLO states are predicted via 1st order 
transitions. 
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１．研究開始当初の背景 

近年の極低温原子気体における実験技術の
発展は目覚ましいものがある。特に、原子気
体を捕獲するトラップポテンシャルに加え
て、更に外部から波数の比が無理数になるよ
うな 2 本のレーザー光を照射して順周期系
を作ることが実際に行われている。一方、さ
らにホログラフィーの技術を用いれば、任意
のポテンシャルを作ることが可能であり、そ
のような実験が実際に始まったところであ
る。後者のホログラフィーの方法を用いれば、
これまで、鉄系合金でしかも 1 次元にマッ
プすることによってしか実現されていなか

った Fibonacci 格子の実現も可能であると
考えた。Fibonacci 格子というのは、数学の 

Fibonacci 数列を作るときのルールでポテン
シャルの強弱を決めた準周期ポテンシャル
である。順周期ポテンシャルの下ではタイト
-バインディングモデルと呼ばれる近似の下
で、クリティカル状態が実現されるという理
論的な結果がある。極低温原子気体では、平
均場近似の下で得られるグロス-ピタエヴス
キー方程式を離散格子点上で考えた物がこ
れと対応し、さらに粒子間相互作用を制御で
きるという点が固体物質の系と異なる点で
ある。この相違により粒子間相互作用を考慮
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した研究が必要であり、それによるクリティ
カル状態の安定性に興味があった。 

 

一方、極低温原子気体の系と、固体物質の系
は色々な違いはあるものの、超流動状態と超
伝導状態のような理論的には同様の議論が
可能なものがある。後半の研究では、超伝導
状態において複数バンド、具体的に扱ったの
は 2 つのバンド、において超伝導がどのよ
うな相に分割されるかを調べた。バンドが複
数あるような系は原子気体の系では、複数の
粒子種または超微細スピン状態を用いれば
可能になり、この研究の成果は相互に流用で
きる。複数バンドの存在は超伝導体の方で存
在が近年確かめられていて、高磁場における
振る舞いに興味があった。高磁場は原子気体
の系では、粒子数比を大きくすることに対応
している。高磁場において、秩序パラメータ
ーが空間変化する FFLO 状態が存在するこ
とが単バンドのときには理論的に提案され
ているが、複数バンドのときに果たしてどう
か、ということに興味があった。 

 

２．研究の目的 

一次元光格子中の準周期ポテンシャルの下
でクリティカル状態の存在を明らかにする
こと。特に、粒子間相互作用、つまり平均場
の下では密度に関する非線形項が入ったと
きにどのようにクリティカル状態が壊され
るか、または、存在することができるのか、
理論的に明らかにする。 

 

複数バンドを持つ超伝導体において、高磁場
で FFLO 状態が複数バンドの効果でどのよ
うに変化を受けるか、または、受けないかを
明らかにする。 

 

３．研究の方法 

本研究費で購入した数値計算専門の高速計
算機を用いて、数値計算による研究を行う。 
 
前半は、ディリクレ境界条件のもと、シュー
ティング法という方法を用いて、非線形シュ
レティンガー方程式を解く。系を系統的に大
きくして、無限極限を取ることにより、クリ
ティカル状態の存在／非存在を明らかにす
る。 
 
後半は、微視的ハミルトニアンから平均場近
似で得られるボゴリューボフ-ド・ジャン方
程式を複数バンドに拡張した物を数値的に
解く。磁場・温度それぞれをパラメーターと
し、自己無撞着解が得られるまで計算し、相
図を完成させる。 
 
４．研究成果 
まず、準周期系の問題に関しての成果は以下

である。 
高速の計算機の
特徴を活かして、
精度のよい計算
を行うことで、
ほぼ全ての`エ
ネ ル ギ ー 固 有
値’を得ること
ができた。図 1では横軸をエネルギー固有値、
縦軸を粒子間相互作用、つまり非線形項の強
さにとり、グラフを描いた物である。g = 0 で
は、エネルギー固有値の集合は連続でも、ポ
イントでもない、シンギュラー・コンティニ
ュアスというものになることが分かってい
て、もちろんそれを再現している。そこから、

有限の相互作用 g を入れることによって、
エネルギー固有値の値は変化するが、g に対
して連続的に変化していることが分かる。さ
らに、非線形項により、固有値の制限がなく
なり、新たな固有値が出現している。 
新しく出現したエネルギー固有値の状態は、
図 2 (d) のような局在状態を含んでいるこ
とが分かった。これらは、局在状態であるの
で、固有値の集合が点スペクトルになると考
えられる。 
固有値の変化を見ただけでは、状態がクリテ
ィカル状態であるかどうかは分からない。よ
って、図 3 に示すように、マルチフラクタ
ル解析を行った。マルチフラクタルとは、フ

ラクタルで考えられるスケーリングが色々
な測度で実現されているもので、フラクタル
の一般化である。クリティカル状態は秩序パ
ラメーターの振幅について、このマルチフラ

図 1:粒子間相互作用の大きさ g によるエネ
ルギー固有値の変化。g = 0 でエネルギー固
有値の集合はシンギュラー・コンティニュア
スになることが分かっている。g が大きくな
ると非線形効果により、ソリトンのエネルギ
ー固有値が現れる。(M. Takahashi, et al., 
New J. Phys. 14, 113012 (2012)) 

図 2:オーダーパラメーターの空間変化。(a) 
クリティカル状態 (g = 0)、(b) クリティカ
ル状態 (g ≠ 0)、(c) サーフェイス状態、(d) 
局在状態。(M. Takahashi, et al., New J. 
Phys. 14, 113012 (2012)) 



 

 

クタル状態が実現しており、数学的にも非常
に面白い対象である。マルチフラクタル解析
は、測度αとそのスケーリング f の計算に
よって示すことができる。系のサイズを系統
的に大きくした際、有限のαで f が滑らか
に存在していれば、さまざまな測度αでのス
ケーリング、つまりマルチフラクタル性があ
るということが言える。図 3 (b) にあるよ
うに、有限の g の下でもこれがあることか
ら、粒子間相互作用があってもクリティカル
状態が存在し続けることが数値的に明らか
にされた。 
さらに、系の長さが無限の極限を取った場合
の議論を数学的な手法で行った。特に重要な
のは、無限系まで議論を拡張させると、任意
の有限な g において、エネルギー固有値の
集合がシンギュラー・コンティニュアスにな
ることが証明できたことである。また、エネ
ルギー固有値と粒子間相互作用の二次元平
面上でエネルギー固有値が存在しない領域
があることが分かり、これは、実験的に検証
する際よい足がかりになると期待される。 
まとめると、この研究において、準周期ポテ
ンシャル中でのクリティカル状態は粒子間
相互作用の有無に関わらず存在するという

驚くべき結果が得られた。これは物理的にも
興味深いが、数学的にも面白い提案であり、
今後の研究への発展性もあると考えている。 
 
次に、多バンドの超伝導体における FFLO 状
態について研究して得られた成果を説明す
る。 
今回は、多バンドの中でミニマルモデルであ
る、2 バンドの系について、ボゴリューボフ
-ド・ジャン方程式を数値的に解いて、低磁
場で実現する BCS 状態と FFLO 状態の熱力
学ポテンシャルを比較することで、その安定
性を調べた。磁場はもちろん、温度も変化さ
せ、磁場温度相図を得ることができた。 
まず、2 番目のバンドはそれ自身だけでは超
伝導状態にならないようにバンド内相互作
用をゼロにした。これにより、この系は、シ
ングルバンド + 粒子浴という系になる。こ
の場合に得られた相図が図 5 にある。これ
は、バンド間の相互作用を変えていった結果
である。g12／g11 の値がバンド間相互作用の
強さを表し、バンド間相互作用が大きくなる
と FFLO 領域が低磁場にシフトし、その領域
が広くなっていることが分かる。 
次に、バンド 2 も自発的に超伝導になる場
合を考えた。この場合に得られた相図が、図 
6 および 7 である。これらの相図の違いは、
化学ポテンシャルや、相互作用の強さなど、
パラメーターである。図 6 では、低温にお
いて、Q1-FFLO (高磁場) と Q2-FFLO (低磁場) 
に一次転移で移行するが、尐し高温になると
その区別は曖昧で、一つの FFLO として実現
する。いずれにしても、FFLO と BCS の境界
線の傾きは高磁場側に膨らんでおり、FFLO 
領域が広くなっていることが分かる。 
図 7 では、Q1-FFLO と Q2-FFLO の境界線は
全領域ではっきりしており、一次転移である
ことを確かめた。また、Q2-FFLO においては、
内部でさらに複数の相に分かれていること
が分かり、それらは無限にあると予想する。
そのために、FFLO 領域の低磁場における秩
序パラメーターの空間変化、磁化の変化、そ
れらのフーリエ成分を図 8 に示す。(a#) は 
Q1-FFLO を示し、
バンド 1 とバ
ンド 2 がそれ
ぞれ同じ周期で
振動しているの
が分かる。磁化
は、秩序パラメ
ーターをポテン
シャル壁と感じ
るので、そのノ
ードに集中する
ように現れる。
(b#) と  (c#) 
は尐し様相が違

図 4 マルチフラクタル解析の結果。(a)g = 0、
(b) g ≠ 0。α はスケーリングの測度であ
り、f はそのスケーリング指数である。(M. 
Takahashi, et al., New J. Phys. 14, 113012 
(2012)) 

図 5:シングルバンド + 粒子浴の場合の相
図。g12/g11 がバンド 1 とバンド 2 の相互作
用の強さを表す。バンド間相互作用が大きく
なるにつれて、FFLO 領域が大きくなる。 

図 3 無限系での、エネルギー固有値の粒子間
相互作用 g 依存性。赤色がクリティカル状態
のエネルギー固有値で、シンギュラー・コン
ティニュアスとなる。また、グレーのところ
に局在状態のスペクトルが出現する可能性が
ある。白色のところは状態が存在し得ない。 
(M. Takahashi, et al., New J. Phys. 14, 
113012 (2012)) 

図 6:エネルギースペクトル。左側がバンド 1 
のもの、右側がバンド 2 のもの。青色が高磁
場、赤色が中間、オレンジ色が低磁場に対応
し、高磁場では Q1-FFLO が、中・低磁場では、
Q2-FFLO が実現する。 



 

 

う。より低磁場なのが (c#) であるが、一つ
の大きな周期の中に、小さな周期が存在して
いる。特にこの周期が (b#) → (c#) となる
につれ倍になっていることが分かる。フーリ
エ成分を見るとより明らかで、高い振動数の
波の成分を見ることができる。これは、2 つ
のバンドがそれぞれ別の長さスケールを持
つためだと解釈した。つまり、それぞれのバ
ンドが異なる特徴的長さを持つが、これらは
周期的境界条件の下、同時に存在することが
できず、その競合により FFLO の振動波数が
決定される。そのため、バンド 2 において、
離散的に振動数を増やすことになる。 
ところで、バンド 2 において振動数を増や
すことにどういう意味があるかを考えると、
図 9 のバンド構造を見てやると理解するこ
とができる。バンド 1 のバンド構造はどれ
もさほど違いはない。一方で、バンド 2 に
おいては、Q2-FFLO においてフェルミエネル
ギー (E = 0) にギャップが空いている。つ
まり、バンド 2 はギャップを空けることで、
凝縮エネルギーの利得を得ているのである。
これにより、低磁場においても FFLO 状態を
安定化させ、ついには FFLO 相の拡大に繋が
ったのである。 
各相が一次転移になるのにも理由がある。上
のような理由により、バンド 2 の方の振動
は不連続にしか入ることができない。よって、
一次転移にならざるを得ないのである。さら
に面白いことに、数値的に確認することは難
しいが、このような一次転移で変化するよう
な相は更に低磁場になるにつれて無数に存
在することが可能である。これは、物理的観
点から見た悪魔の階段であり、非常に興味深
い。2 つのスケールがあることで悪魔の階段
がその波数に関する有理数の比だけ、無限個
得られるのである。 
まとめると、この研究により、マルチバン
ドの一つである、2 バンドの超伝導体にお
いて、FFLO 領域が安定に存在し、かつそ

の領域が広がること、さらには、一次転移
によってそれらが結びつけられていること
を解明した。また、それらの一次転移は低
磁場にいくに従っていくらでも可能で、物
理的観点での悪魔の階段に相当する。この
結果は、原子気体の系でももちろん適用可
能で、多数の粒子種または、超微細スピン
状態を用い再現することができる。実験で
は FFLO 相の明確な発見はまだないので、
この研究により発見へ向けての足掛かりに
なると期待する。 
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図 9:2 バンド超伝導体の磁場—温度相図。大
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磁場の FFLO 状態は、無数の FFLO 状態に分
割される。 
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の空間構造(*2)、秩序パラメーターのフーリ
エ成分(*3)、磁化のフーリエ成分(*4)。(a#)
→(b#)→(c#)の順に高磁場から低磁場。絶対
零度。 
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