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研究成果の概要（和文）：　超平面配置の研究の拡がりと本質を捕らえるために選んだ3つのテーマの研究成果
を述べる。
(A)A型ワイル配置から派生したシー配置の微分加群の明示的基底を得た。そこにはベルヌーイ多項式が自然に登
場する。またイデアル部分配置が自由であり、正ルートの高さ分布と指数とが互いに双対分割であることを示し
た。(B)超幾何積分は超平面配置のモデュライ空間上の同期写像とみなすことができ、局所系コホモロジーの言
葉で解釈される。この立場から、青木複体のコホモロジーを計算する新手法を定式化した。(C)多重加法定理を
証明することにより、いわゆる「寺尾予想」が成立するような自由超平面配置の族がかなり大きいことを示し
た。

研究成果の概要（英文）：The following three essential themes were selected to grasp the vastness of 
the research of hyperplane arrangements. The obtained results are as follows:
(A) An explicit formula for a basis of the derivation module of the Shi arrangements coming from the
 Weyl arrangement of type A was obtained. In the formula, the Bernoulli polynomials naturally 
appear. We proved that any ideal subarrangement is free and that the height distribution and the 
exponents are dual to each other. (B) Hypergeometric integrals are regarded as a period map on the 
moduli space of arrangements of hyperplanes and can be described in terms of local system 
cohomology. In this context, a new method was obtained to compute the cohomology groups of the 
Aomoto complex. (C) The multiple addition theorem was proved. Consequently we learned that the class
 of hyperplane arrangements in which the so-called Terao conjecture holds true is quite large.

研究分野： 超平面配置

キーワード： 代数的組合せ論　超平面配置
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１．研究開始当初の背景 
 研究対象は超平面配置（ hyperplane 
arrangement）である。超平面配置とは、有
限次元ベクトル空間（あるいはアフィン空
間）内の超平面の有限集合のことを指す。各
超平面、すなわち余次元 1のベクトル部分空
間（あるいはアフィン部分空間）には個性が
ないので、超平面配置は超平面同士の交わり
方のみによって区別される。交わり方の組合
せ的情報を記述するのに用いられるのは、交
叉半順序集合（intersection poset）や、
Orlik-Solomon Algebra などである。一方、
各超平面を保存する微分（derivation）（幾
何的に言えば、配置に沿った対数的ベクトル
場）全体が自然になす加群が自由加群である
とき、その超平面配置を自由配置と呼ぶ。他
方、位相幾何学的に考えれば、複素数体上、
超平面の合併集合は余次元1の特異点集合を
もつ超曲面であり、その補集合は非コンパク
ト非特異複素多様体である。従って、その多
様体上のねじれコホモロジー環やホモトピ
ー群などの対象が考えられる。局所系コホモ
ロジーと局所系ホモロジーのペアリングは
ねじれサイクル上の超幾何積分となる。超平
面配置の例として最も重要なのは、既約ルー
ト系から決まる結晶群（crystallographic 
group）、あるいは、Weyl 群の中の鏡映
（reflection）の鏡映面全体の集合として得
られる結晶配置あるいは、Weyl 配置は組み紐
配置（braid arrangement）を含み特に重要
である。また、もう少し一般化して得られる
実有限鏡映群（Coxeter 群）の鏡映面全体の
集合である Coxeter 配置の場合も含め、群作
用の軌道空間はフロベニウス多様体構造（あ
るいは平坦構造）をもつ。このように、組合
せ論、代数幾何、位相幾何、特異点、群論、
超幾何積分、微分幾何、数理物理などの様々
な数学が超平面配置という場において交錯
している。 
 
 
２．研究の目的 
 超平面配置の研究は様々な分野への拡が
りをもつが、本研究では、その内で最も根源
的な以下の(A)(B)(C)の 3 つのトピックの研
究を目的とする。 
 (A)Weyl 配置・Coxeter 配置の代数的・幾
何的研究、(B)複素数の重み付き多重超平面
配置に付随する局所系コホモロジーの研究、
あるいは、超平面配置の補集合の超幾何積分
の研究、(C)超平面配置の自由性についての
研究である。 
 (A)が重要な理由は以下のとおりである。
超平面配置研究の意義と面白さは、個別の超
平面配置を詳しく調べ美しい等式や不等式
を導き出すことにある。それらは超平面配置
の結果にとどまらない。なぜなら個別の超平
面配置は別の数学的対象のincarnationであ
ることが多いからである。たとえば組み紐配
置は対称群（置換群）の化身のひとつであり、

各部屋（chamber）が群要素と 1 対 1 に対応
している。その意味では、Weyl配置や Coxeter
配置の研究は常に重要な研究である。 
(B)は青本-Gelfand の意味での超幾何積分の
研究と直結しており、その重要性には疑問の
余地がない。(C)また、超平面配置の理論が
盛んになった 1980 年代初頭に、色々な予想
が提出された。たとえば、齋藤予想、Orlik
予想などであるが、それらの多くは 1990 年
頃までには決着を見た。現在まで生き延びて
いる唯一の予想は、基礎体を固定するとき、
超平面配置の自由性がその交叉半順序集合
で決定される、という予想であり、しばしば
寺尾予想と呼ばれる。肯定的解決にせよ、否
定的解決にせよ、この予想が解決されれば、
我々の超平面配置についての知識が新しい
phase に入ることは疑いなく、(C)における最
大の目標となる。 
 
 
３．研究の方法 
 超平面配置自体は限定的対象ではあるが、
その研究手法は多岐にわたる。本研究では懸
案の予想や問題に決着をつけることを目的
に、可能なすべてのアプローチを採用する。
たとえば、目的(C)の主眼である、超平面配
置の自由性が組合せ的性質であろうとの予
想（いわゆる寺尾予想）についても、反例（否
定的解決）を組織的に探索するグループを作
る一方で、互いに異なる複数の手法で証明
（肯定的解決）を試みる。すなわち予想の真
偽の一方に賭けることをせずに、専門性に応
じた人的資源を双方に投入し、予想をいずれ
かの形で決着させることを最優先する。以下、
目的(A)(B)(C)の各々についての研究方法を
述べる。 
 目的(A)については、最重要の超平面配置
である Weyl 配置およびそれに付随する研究
を行う。具体的には、Weyl 配置の部分配置、
制限配置、（extended）Shi 配置と（extended）
Catalan 配置などである。まずは（extended）
Shi 配置の錘化の微分加群の基底を具体的に
求めることに興味がある。なぜなら、A型（す
なわち、Weyl 配置が組み紐配置の場合）に、
ベルヌーイ多項式など整数論との関係が期
待されるからである。この方向の研究には、
連携研究者の松本耕二（ルート系に付随する
ゼータ関数とベルヌーイ多項式の権威）の協
力を得る。また、これの配置の特性多項式の
性質についても、まだまだ未知の部分が多い
ので、これまでの組合せ論的な種々の結果を
応用することにより解明したい。 
 目的(B)については、具体的かつ重要な例
である組み紐配置に関して局所系コホモロ
ジーを共鳴（resonance）のある難しい場合
に、状況を精査する。その際、組合せ的対象
である Aomoto 複体のコホモロジーの具体的
計算から得られる局所系コホモロジーの情
報を調べる。特に、実 n-ネットの（否）存
在について、分担研究者の吉永正彦の貢献が



期待できる。 
 目的(C)については、上述したように、「楽
観的アプローチ（OA）」と「悲観的アプロー
チ（PA）」を平行して行う。（PA）については、
計算機による反例探しが中心となる。(A)と
も関連するが、Weyl 配置、Coxeter 配置、複
素鏡映配置の部分配置、制限配置などの自由
性を具体的にチェックすることにより反例
が見つかる可能性がある。ここでは、G. 
Roehrle、T. Hoge、M. Cuntz らの海外共同研
究者のもつ計算機科学の実践力に頼ること
になる。一方、（OA)については、帰納的自由
配置のような「予想が成立するクラス」をふ
くらますことにより徐々に予想の「成立確
率」を上げてゆくという手法が考えられる。
たとえば、加法定理の拡張や一般化が得られ
れば、（OA）を前に進めることに加え、自由
配置の理解が高まることが期待される。 
 
 
４．研究成果 
 以下、「２．研究の目的」の(A)(B)(C)の 3
トピックに分けて研究成果を述べる。（文中
の①などは[雑誌論文]の番号を示す。） 
(A) Weyl 配置・Coxeter 配置の代数的・幾何

的研究 
(1) Weyl 配置のイデアル部分配置がすべ
て自由配置であり、正ルートの高さ分布
と exponents が互いに双対分割であるこ
とを示した。⑨ 

(2) A 型 Shi 配置の微分加群の基底を明示
的に与えることに成功した。そこには
Bernoulli 多項式が自然に登場する。⑫ 

(3) Shi 配置の微分加群の基底として特別
な性質をもつ SRB(Simple Root Basis)の
存在を証明した。⑧ 

(4) 複素鏡映群の標準不変式を具体的に
構成した。① 

(5) アフィン Weyl 配置は無限枚の超平面
を持つが、その自由フィルトレーション
であって、（拡張された）Shi 配置と（拡
張された）Calatan 配置をすべて含むよ
うなものの構成に成功した。④ 

(6) 「ルート系とリーマン予想」と呼ばれ
たこともある Postrikov-Stanley 予想に
対する新しいアプローチを試みた。
Linial 配置の特性多項式の実部の分布
に関する予想であり、特性準多項式と
Euler 多項式を結びつけ、Worpitzky の恒
等式を用いることにより、予想の解決に
数歩近づいた。③ 

(B) 超幾何積分・局所系コホモロジー群に関
わる研究 

(1) Aomoto 複体のコホモロジーを計算す
る新手法を定式化した。その応用として
実 4-nets の非存在を示した。⑤ 

(C) 自由配置に関わる研究 
(1) 多重加法定理を証明し、その応用とし
て(A)(1)を示した。⑨ 

(2) (拡張)Shi 配置・(拡張)Catalan 配置

をすべて含むような自由フィルトレー
ションを構成した。④ 

上記の(1)(2)により解決したい予想（いわ
ゆる「寺尾予想」）が成立するような超平
面配置のクラスがかなり大きいことがわ
かり、肯定的解決へのアプローチ（OA）を
より前進させるべきであるという確信を
もった。 
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