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研究成果の概要（和文）：データからのリサンプリングによって信頼度を計算するブートストラップ法は近似誤差が大
きい．高精度な信頼度を計算するために，データのサンプルサイズが変化するときの確率のスケーリング則を利用した
マルチスケール・ブートストラップ法や，リサンプリングによって近似誤差を修正するダブルブートストラップ法が提
案されている．本研究ではこの二つの方法を同時に適用するマルチスケール・ダブルブートストラップ法を提案して精
度がさらに改善することを証明した．確率分布空間の幾何学を用いて，近似誤差は仮説境界の平均曲率や「平均曲率の
平均曲率」として表され，これらをマルチスケール・ブートストラップ法が解消することが分かった．

研究成果の概要（英文）：Bootstrap method has a large approximation error for computing a confidence level 
by resampling from data. For computing confidence levels with higher accuracy, multiscale bootstrap 
method utilizes a scaling-law of probability when changing the sample size of data, and double bootstrap 
method adjusts the approximation error by resampling. In this research, multiscale double bootstrap 
method has been proposed by using these two existing approaches together. We proved that the new method 
further improves the accuracy. In terms of the geometry of the space of probability distributions, the 
approximation error of bootstrap is expressed as a “mean curvature” of the boundary surface of 
hypothesis, and that of double bootstrap is expressed as a “mean curvature of the mean curvature”, and 
they are removed by multiscale bootstrap.

研究分野： 統計科学

キーワード： ブートストラップ　リサンプリング　スケーリング則　仮説検定　モデル選択　情報幾何　高次漸近理
論　多変量解析
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）膨大なデータから知識発見を行うため
に，データマイニングによって非常に多くの
仮説が同時に探索されることがある．このよ
うな状況では，データに内在するランダムネ
スの影響が増幅されてバイアスを生じ，誤っ
た発見に導かれやすくなる．これは仮説検定
の多重性と呼ばれる効果である．分子進化学
を例にして説明する．生物進化の分岐順序を
表すラベル付き木は系統樹とよばれ，DNA
配列の生物間差異から推定される．比較する
生物種の個数が増えると系統樹の個数は指
数的に増える．結果として，多数の誤った系
統樹のうち一つが「まぐれ」で過度にデータ
へ適合し，新たな発見をしたように見えてし
まう確率が高くなる．  
 
（２）そこでデータのランダムネスが推定値
に与える影響を正しく評価することが重要
になる．このための一般的な確率シミュレー
ション技法がブートストラップ法であり，ア
ルゴリズムはきわめて単純で応用が容易で
ある．データからのリサンプリング，すなわ
ちランダムに要素を取り出し複製データを
１万回程度生成する．これらに通常のデータ
解析を繰り返し適用して得られた系統樹の
集合を調べ，データが仮説を支持する頻度を
信頼度として利用する．これがブートストラ
ップ確率である．ところがブートストラップ
法にはバイアスがあり信頼度の精度が不十
分であることが分かってきた． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（３）下平は頻度論の立場でブートストラッ
プ確率のバイアス補正を行い，信頼度を高精
度で計算するアルゴリズムを開発してきた．
キーとなるアイデアは，データのスケールを
変化させたときのブートストラップ確率の
変化率から，仮説領域の幾何学的な情報（デ
ータ点までの距離や仮説境界の曲率）を引き
だすことである．これらの情報が得られれば，
直ちに信頼度を精確に計算できる．ここでデ
ータのスケールというのはランダムネスの
程度を表すスカラー量であり，サンプルサイ
ズの平方根に反比例する． 
 
（４）観測データのサンプルサイズを n，ブ
ートストラップリサンプリングでランダム
に生成する複製データのサンプルサイズを

mとする．通常のブートストラップ法では
m n= である．マルチスケール・ブートスト
ラップ法ではmを変化させる．このような方
法は一般に m-out-of-n bootstrap 法と呼ばれ
る．データからランダムに要素を取り出して
複製データを生成するときに，通常は n回反
復して n個の要素を取り出すが，それをm回
反復してm個の要素を取り出すようにブー
トストラップ法のプログラムを修正するだ
けであり，容易に実装できる．ブートストラ
ップ法は重複を許したリサンプリング，すな
わち，同じ要素を複数回取り出すことを許す
方法である．従って任意の整数 0m > に変更
可能である．mを変更すると，複製データの
ランダムネス（バラツキ）が変化する．大き
なmの複製データから計算した推定値は分
散が小さくなり，小さなmの複製データから
計算した推定値は分散が大きくなる．この分
散はmに反比例するので，観測データから計
算した推定値の分散を調べるために本来は
m n= にする必要がある． 
 
（５）ところが下平の提案したマルチスケー
ル・ブートストラップ法の理論では，精度の
高い信頼度を計算するためには，負のサンプ
ルサイズm n= − とすることが証明される．

 mは取り出す要素の個数であるから，正の整
数と考えるのが普通であるが，理論上は負の
値が最適と証明される．この常識外れなとこ
ろがマルチスケール・ブートストラップ法の
オリジナリティといえる．実際の計算では，
複数のm（もちろん正）においてブートスト
ラップ法を実行してその結果をm n= − へ外
挿する．このときブートストラップ確率をそ
のまま外挿するのではなく， 
 
  
 
を形式的に  σ

2 = −1 へ外挿する．ただし
2( )BP σ はブートストラップ確率，σ はデー

タの相対的なスケールを表す．m n= のとき
2 1σ = とおけば相対的な分散は 

 
  
 
である．m n= とおいた通常のブートストラ
ップ確率は (1)p と表され，ベイズの事後確率
に相当する．一方，頻度論的信頼度（p-値）
はm n= − とおいて ( 1)p − で与えられる． 
 
 
２．研究の目的 
 
	 下平の提案したマルチスケール・ブートス
トラップ法はデータのサンプルサイズが変
化するときの確率のスケーリング則を利用
して高精度な信頼度を計算する手法であり，
主に生命科学，とくに分子進化系統樹推定や
遺伝子発現解析で用いられている．ところが
高次元データにおける多数の仮説の場合は

  
p(σ 2 ) = Φ σ Φ−1 BP(σ 2 )( )( )

  
σ 2 = n

m



必ずしも有効に機能しない場合もある．そこ
で理論研究と応用研究の両面からリサンプ
リングによる信頼度計算法を発展させる． 
 
 
３．研究の方法 
	
（１）マルチスケール・ブートストラップ法
ではサンプルサイズ nが十分に大きいこと
を仮定した漸近理論を用いている．近似誤差
が  O(n−k /2 )のとき，その漸近精度は k 次とい
う．通常のブートストラップ法は 1 次の精度
しかないが，マルチスケール・ブートストラ
ップ法は 3 次の精度がある．一方，ブートス
トラップ法を使ってブートストラップ確率
の誤差を修正するダブルブートストラップ
法も 3 次の精度であることが以前から知られ
ている．そこで，この両者を組み合わせてよ
り高い精度が得られるかを検討する． 
	
（２）マルチスケール・ブートストラップ法
を並列計算できるように実装して高速化す
る．CPU のマルチコア並列実装だけでなく
GPGPU による並列計算を試みる．	
	
（３）統計的因果推測，機械学習，ネットワ
ーク解析，L1 正則化などの応用にも取り組ん
で，新たな理論研究へ結びつける．	
	
	
４．研究成果	
	
（１）ダブルブートストラップ法にマルチス
ケール法を適用して，マルチスケール・ダブ
ルブートストラップ法を提案し，これが 4 次
の精度であることを証明した．二つのアプロ
ーチを同時に適用することによって，この新
しい方法は従来法の精度をさらに高めたこ
とになる．	
	
（２）ダブルブートストラップ法では仮説境
界への射影を計算してリサンプリングを行
うが，もし射影計算にズレがあると漸近精度
が 3 次から 2 次に落ちてしまう．ところがマ
ルチスケール・ダブルブートストラップ法で
は射影計算にズレがあっても漸近精度が 4次
に保たれることも証明できた．	
	
（３）簡単な数値例でアルゴリズムを説明す
る．下図のような 2 次元の仮説領域 H につい
て仮説検定を行いたい．		
	
	
	
	
	
	
	
	
	

各成分が分散１の正規分布（2 次元）を考え，
観測値 y を得たときの信頼度を計算する．こ
の仮説境界は滑らかな曲面（2 次曲面）であ
るが先端の曲率が大きいため，ぴったり重な
る凸錐に仮説領域を置き換えてみると，多重
比較法が適用できる．このときの確率値は
0.069 であり，y が頂点（least	favorable	
configuration）に近いため，これが信頼度
の目安となる．通常のブートストラップ確率
(BP)を計算すると 0.018 であり，0.069 に比
べてかなり小さい．有意水準 0.05 で検定す
る場合，多重比較法ならば有意とならず仮説
を棄却しないが，ブートストラップ確率では
有意となって仮説を棄却してしまう．マルチ
スケール・ブートストラップ法では	
	
	
	

をプロットして 2 1σ = から σ
2 = −1へ外挿し

て信頼度を計算する．1 次式で外挿すると
AU2=0.046，2 次式で外挿すると AU3=0.062 と
なって，BP にくらべて多重比較法に近づくこ
とがわかる．	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
一方，ダブルブートストラップ法で信頼度を
計算すると DBP=0.061 であった．マルチスケ
ール・ダブルブートストラップ法で DBP を
2 1σ = から σ

2 = −1へ外挿して信頼度を計算
すると，DAU=0.069 となり，もっとも多重比
較法に近い値となった．なお，y が頂点から
遠くなると多重比較法は保守的で必要以上
に信頼度が大きくなってしまう問題がある
が，BP,	AU,	DBP,	DAU はそのような問題無く
ほぼ最適な信頼度を与える．	
	
（４）マルチスケール・ダブルブートストラ
ップ法を漸近理論で証明する過程で，確率分
布の空間におけるブートストラップ法の幾
何学について理解が深まった．観測値 y から
仮説境界の射影点までの符号付き距離や，射
影点における境界曲面の平均曲率を考える．
ブートストラップ法の誤差の原因が平均曲
率であることは既存研究でも知られていた
が，ダブルブートストラップ法の誤差の原因
が「平均曲率の平均曲率」であることを本研
究で明らかにした．マルチスケール・ブート
ストラップ法の適用によって，ブートストラ
ップ法における平均曲率，およびダブルブー
トストラップ法における「平均曲率の平均曲
率」が解消される．	

  z = −Φ−1( p(σ 2 ))



（５）マルチスケール・ブートストラップ法
の並列計算を実装して高速化に一定の効果
を確認できた．	従来からの CPU マルチコア
並列実装に加えて，本研究では GPGPU による
並列実装を行い，CPU と GPGPU のハイブリッ
ド並列が有効であることが分かった．	
	
（６）応用研究において次の成果を得た．因
果推論について潜在共通原因がある場合の
研究を行い，脳機能イメージングデータから
脳内因果ネットワーク構造のどの部分に有
意な違いがあるかを調べた．機械学習につい
て，さまざまなデータ変換に対して不変なダ
イバージェンスのクラスを導出して，ロバス
ト統計へ適用した．ガウシアングラフィカル
モデルによるネットワーク推定において
Lasso と一種のグループ Lasso をつなぐ正則
化項のクラスを検討して，スパースなグラフ
の推定精度が高くなるような工夫を行った．
ネットワークデータの統計解析における優
先的選択関数のノンパラメトリック推定法
を考案して，YouTube のフォロー関係データ
等の分析を行った．	
	
（７）ブートストラップの応用研究の過程で
情報統合の高次元多変量解析の着想を得た．
画像や文書など様々な情報源をドメインと
呼び，各ドメインから得られるデータベクト
ルと，ベクトル間の関連を表すマッチング行
列を多変量解析する手法である．		
	
	
	
	
	
	
	
	
この多変量解析にグラフのリサンプリング
法を適用したクロスバリデーションを考案
して，これが予測誤差の不偏推定量になるこ
とを高次元の漸近理論によって証明した．こ
の手法を文書ベクトルや画像特徴量ベクト
ルに適用した．とくに Flickr 画像のタグ検
索や多言語文書ベクトルの翻訳タスクへの
応用も試みて，その有効性を確認した．	
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