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研究成果の概要（和文）：１９世紀までの数学においては数学的対象を特定してその性質を探求する方法論が一
般的であった。一方で近代数学においては、ある特徴をもつ対象の族のもつ性質を、同時並行的に解明する方法
論が重要になり、本件研究課題においては、一般相対性理論に現れるアインシュタイン計量の族および2次元多
様体上に定義される双曲計量の族に焦点を当てた。その結果、相対論の文脈ではアインシュタイン。マックスウ
ェル計量のモジュライ空間の幾何学的構造の新たな理解を得た。また双曲計量のモジュライ理論では、凸幾何
学、凸解析学との相関性に注目することで新たな理論の展開を図った。

研究成果の概要（英文）：Before the 19th century, the objects of mathematical interests tended to be 
individual phenomenon, whether it was a curve, a function, or a shape. In contrast, in the context 
of modern mathematics, the importance of analyzing a FAMILY of objects concurrently was recognized, 
and systematically pursued.  In this research project, we focused on the topic of Einstein metrics 
in the general relativity, and that of hyperbolic metrics defined on two dimensional manifolds. 
Consequently we obtained a new and complete understanding of the moduli space consisting of all the 
static solutions to the Einstein-Maxwell equations, and a new connection between the global aspects 
of the Teichmueller theory and  convex geometry and  convex analysis.      
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１． 研究開始当初の背景 
  ポアンカレによって提示された低次元多
様体の分類プログラムおよびアインシュタ
インによって定式化された一般相対性理論
のそれぞれに内在する 2つのモジュライ空間
の構造の解明することを提案した。とくに本
申請研究では、①タイヒミュラー空間のサー
ストン・コンパクト化、②ホーキング・ペン
ローズによるブラックホールの存在定理、と
いう 20 世紀後半の 2 つの大きな発展が、そ
れぞれ葉層構造と指数写像の特異点形成と
いう微分トポロジー的な手法によってなさ
れたことに注目し、これらの研究の背景にあ
るモジュライ空間上において微分幾何学的
な基盤を整備することを介して、曲面論と一
般相対性理論における幾何解析学の新たな
展開を図った。 
 
２．研究の目的 
  本研究課題では、これら 2 つのモジュラ
イ空間の漸近的幾何構造を捉えるために、 
A. タイヒミュラー空間のサーストン理論に

潜在する Weil-Petersson 凸幾何学の明
示、 

および 
B. 3 次元球面のリーマン計量の退化現象と

してのアインシュタイン時空の重力崩壊
の定式化という微分幾何学的な新しい切
り口の導入すること 

を目的とした。 
 
３．研究の方法 
 2 次元および３次元多様体上のリーマン計
量、共形構造および射影構造等の幾何構造の
族について、多様体上に定義された微分方程
式系を用いて理解を進める。 
  タイヒミュラー空間および3次元球面上の
計量全体からなるモジュライ空間の漸近構
造の決定を、以下で計画にしたがって遂行し
た。 
(1)タイヒミュラー空間の漸近構造、特に共
形構造の退化現象に伴うTeicumueller計量、
Weil-Petersson 計量、Thurston リフシッツ
計量の挙動の相対的関係性の定式化した。 
(2)漸近的に平坦な正スカラー曲率をもつ 3     
次元リーマン多様体のモジュライ空間の漸
近構造を、アインシュタイン方程式の厳密静
的解の空間的スライスと対応させ、ブラック
ホールと極小曲面の発生過程の対応を決定
させた。 
 
４．研究成果 
  前者(1)の課題に於いては、タイヒミュラ
ー空間上に定義される 3 つの計量(タイヒミ
ュラー計量、ベイユ・ピーターソン計量、サ
ーストン計量)を用いつつ、双曲計量の助変
数空間であるタイヒミュラー空間をファセ
ットが無限個ある凸多面体として捉え、その
結果、タイヒミュラー空間の無限次元のユー
クリッド空間内への等長埋め込みを考える

ことの必然性が理解された。特に無限次元ユ
ークリッド空間の第1象限に定義されるフン
ク計量およびヒルベルト計量の重要性を新
たに認識し、これらの埋め込みの比較を通し
てタイヒミュラー空間上に定義される上記
の 3つの幾何学の統合を図った。またユーク
リッド空間内の凸体上で定義されるフンク
計量およびヒルベルト計量の一般化として、
定曲率空間上でもこれらの計量に対応する
ものが自然に定義できることを Athanase 
Papadopoulos との共同研究としてまとめ、論
文として発表した。また、ユークリッド空間、
球面、双曲空間およびタイヒミュラー空間内
の凸体上で定義される Funk 計量および
Hilbert 計量の幾何学の定式化および深化
を行った。とくにタイヒミュラー空間の文脈
においては、双曲計量を持つ閉曲面の新たな
変形理論を、境界のある双曲曲面を双曲直角
６角形に分解することを介して定式化する
ことに成功した。これは８０年代にサースト
ンが曲面の双曲３角形分解を用いて行った
タイヒミュラー理論の構成を、まったく新し
い観点から可能にした。また 1960 年代に相
対性理論に誘発された H.Busemann によって
定義された Timelike Geometry という距離
空間の幾何学、Papadopoulos 氏と共に凸体の
外的領域に定義される Funk および Hilbert
型計量として定式化することを達成した。こ
れらの研究課題に関して、名古屋大学で大学
院生を対象としたタイヒミュラー空間に関
する連続講義を行い、またトルコのガラタサ
ライ大学、およびギリシャのサモス島におけ
るサマースクールで主にヨーロッパと中東
の大学院生を対象とした集中講義を行い、情
報発信を行った。 
  後者(2)の課題に関しては、まず 3 次元多
様体のリーマン計量から決まる共形構造の
共形平坦性からの乖離を計る道具としての
コットン・テンソルに関する基本的な特徴付
けを研究代表者が指導する大学院生、梅原慶
裕と共に行った。コットン・テンソルは計量
の3階微分によって定義されるテンソルであ
るため計算は複雑であるが、変形が明示的に
示されるハイゼンベルグ群およびベルジェ
ー球のリッチ流において、その挙動の特徴付
けを行った。コットン・テンソルの L^1 ノル
ムは共形不変量であることが知られており、
リッチ流において必然的に現れる特異点の
形成に際してL^1ノルムの挙動がどのように
振る舞うか具体的な計算を試みた。この視点
は、リーマン幾何の爆発現象を共形幾何によ
る正規化の観点から見たときの理解を得る
上で重要である。 
 アインシュタイン方程式をハミルトニア
ン形式として認識するとき、ハミルトン汎関
数としてADM漸近普遍量と呼ばれる汎関数の
族が必然的に現れる。これらの量とブラッッ
クホールの面積の間に成立する不等式は、一
般にペンローズ型不等式と呼ばれる。研究代
表者は Gilbert Weinstein と Marcus Khuri



両氏とともに、ADM 質量とブラックホールの
表面に存在する総電荷およびブラックホー
ルの面積の間に成立するペンローズ型不等
式を、アインシュタイン・マックスウェル方
程式の静的解のカテゴリーで完全に解決し
た。ここで完全な解決とは、不等式が等式に
なる剛性の状況が、基地の厳密解に対応して
いることを示したことを指す。この新しい結
果は３次元多様体の正スカラー曲率を持つ
リーマン計量の変形空間の漸近的な構造と
密接に関わっている。 
 研究分担者（山口）は、境界付きリーマン
多様体の崩壊理論（内半径崩壊の場合）、曲
がった空間上のフラクタル幾何、アレクサン
ドロフ空間のリプシッツ・ホモトピー構造、
という３つの課題に関して研究を進めた。 
 研究分担者（大鹿）は自由群の指標多様体
における Schottky 空間を初めとする変形空
間の位置の研究を行った。また Klein 群の発
散列を幾何的に実現する問題に取り組んだ。
さらに pants 複体と Weil-Petersson 計量の
間の擬等長定数の種数に関する増大度を評
価する問題に取り組んだ。これらの研究課題
は全て２次元および３次元のリーマン多様
体の変形理論の進展につながった。 
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