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研究成果の概要（和文）：等比数列などの数列に関して1を法とした一様分布性を調べ、一様分布からの隔たりを与え
る差異量の漸近挙動を完全に記述する重複対数の法則を研究した。そこに表れる定数を多く確定することを試み、公比
が負のばあについても考え、結局公比の絶対値が大きい場合に完全に定数を記述し収束スピードの確定問題をその場合
に解決した。

研究成果の概要（英文）：We investigated the uniform distributedness of geometric progression and made 
research on the law of the iterated logarithm which discribes the deviation from the uniform 
distribution. We tried to determine the constant and suceeded in having the general formula of the 
constant in the case the absolute value of the ratio is large.
It solves the problem on the speed of convergence to the uniform distribution when the ratio is large.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率論　一様分布　差異量
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様 式 Ｃ─１９、Ｆ─１９、Ｚ─１９ (共通)

1. 研究開始当初の背景
Weyl の定理の主張は nk+1 − nk > c > 0 で
あれば {〈nkx〉} は単位区間上一様分布すると
いうものであった。これは discrepancy

sup
0≤a′<a<1

∣∣∣∣ 1
N

N∑
k=1

1[a′,a)(〈nkx〉) − (a − a′)
∣∣∣∣;

で与えられる discrepancy DN ({nkx}) が 0
に収束することを導くものである。等差数列
に関しては Khinchin と Kesten により、収
束の速さは決定されていたが、等比数列に関
しては研究が送れていた。
Philipp は Hadamard 間隙条件 nk+1/nk >

q > 1 をみたす {nk} に対し重複対数型の
評価

1
4
√

2
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N→∞

NDN ({nkx})√
2N log log N

≤ Cq a.e.,

ただし

Cq =
1√
2

(
166 +

664
q1/2 − 1

)
,

をしめして、 Erdős-Gál の予想を解決して
いる。
研究代表者の以前の研究により等比数列の
discrepancy の重複対数の法則、即ち θ > 1
とすると

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

= Σθ, a.e. x.

が成り立つことが示されている。ここで定数
Σθ は θr /∈ Q (r ∈ N) なら,

Σθ =
1
2

と与えられる。それ以外の場合は θ = r
√

p/q

(p, q ∈ N, r = min{k ∈ N | θk ∈ Q},
gcd(p, q) = 1) と書き表したとすると p、 q

がともに奇数なら

Σθ =
1
2

√
pq + 1
pq − 1

,

特に p が奇数で q = 1 の時は

Σθ =
1
2

√
p + 1
p − 1

.

また p ≥ 4 が偶数で q = 1 の時には

Σθ =

√
(p + 1)!/(p − 3)!

2(p − 1)2
,

p = 2, q = 1 なら

Σθ =
√

42
9

,

p = 5, q = 2 なら

Σθ =
√

22
9

.

それ以外の場合に値を求め、収束の速さを完
全に決定することはできていなかった。
2. 研究の目的
間隙級数の方法を用いて典型的な数列に対し
て discrepancy の漸近挙動を完全に決定する
ことである。
3. 研究の方法
discrepancy を単位区間内の有限個の点を端
点にもつ有限個の区間に限定した最大値によ
り得られる量とそこで用いられた点の間に限
定し取った上限の二つの量に分解して評価す
る discrepancy splittingの手法を徹底的に応
用し評価して行く。
また、martingale近似による概不変定理の導
出により、重複対数の型の定理を導く。
4. 研究成果
(1) Hadamard 間隙列に関する discrepancy
の有界型重複対数の法則の精密化
Philipp の与えた有界型重複対数の法則に於
ける上からと下からの定数を大幅に改善し
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2

√
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4√
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a.e.

の形とした。
また、ある種のDiophantine 条件を仮定する
と、最良評価

1
2
≤ lim

N→∞

NDN ({nkx})√
2N log log N

≤ 1
2

√
q + 1
q − 1

a.e.

が導けることを示した。
(2) 等比数列の discrepancy の重複対数の法
則に現われる定数の決定



θ が負の場合も含めて研究した。|θ| > 1 をみ
たす実数 θ に関して以下の重複対数の法則を
示した。

lim
N→∞

NDN{θkx}√
2N log log N

= Σθ, a.e.

θ が有理巾根でない場合即ち θj /∈ Q (j = 1,
2, . . . ) なら Σθ = 1

2 であり、有理巾根であ
れば Σθ > 1

2 である。
以下 θ は有理巾根とし r = min{j ∈ N | θj ∈
Q} と r を定め θr = p/q の様に p ∈ Z と
q ∈ N を用いて既約分数に表すとする。
p, q がともに奇数であれば

Σθ =
1
2

√
|p|q + 1
|p|q − 1

である。 q = 1 であり、p が偶数である場合
|p| ≥ 4, p = 2, p = −2 であるにしたがって
Σθ は

1
2

√
(|p| + 1)|p|(|p| − 2)

(|p| − 1)3
,

1
9

√
42,

1
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√
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に等しい。また p/q = ±5/2 のときは

Σθ =
1
9

√
22

である。
また、p/q の値が大きい時には Σθ の具体的
値を与える公式が求まった。
p が奇数 q が偶数で |p/q| ≥ 9/4 である場合
と、p が偶数 q が奇数で |p/q| ≥ 4 である場
合には Σθ は以下の様に与えられる。√√√√√√√√√

(|p|q)I + 1
(|p|q)I − 1

v
( |p| − q − 1
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)
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(|p|q)I − 1

×
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1
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v
(
qm |p| − q − 1

2(|p| − q)

).

ここで v(x) = 〈x〉(1 − 〈x〉), I = min{n ∈
N | qn = ±1 mod |p| − q} である。
この公式により、例えば以下の値を求めるこ
とができる

Σ±7/2 =
1
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√
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, . . .

(3) 複素公比の等比数列の discrepancy の重
複対数の法則
|θ| > 1 をみたす複素数 θ に関して以下の重
複対数の法則を示した。

lim
N→∞

NDN{θkz}√
2N log log N

= Σθ, a.e. z

ここで discrepancy の定義は複素数列の dis-
crepancy として自然に拡張してある。特に θ

がGauss有理巾根でない場合即ちθj /∈ Q[
√
−1]

(j = 1, 2, . . . ) なら Σθ = 1
2 である。
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