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研究成果の概要（和文）：エルゴード理論の研究はその初期から現在に至るまで数論の研究と密接な関わり合いを持っ
てきた。とりわけ、実数の2進あるいは10進展開や連分数展開の研究は依然として多くの未解決な問題があり、また一
方で情報科学における暗号理論、通信理論などからの要請による新しい研究課題も多く存在する。本研究では連分数展
開などの収束、近似の問題あるいはユークリッドアルゴリズムの計算コストの評価を確率論的に取扱い、新たな知見を
得ることができた。また、一様分布論など関連する周辺分野についてもいくつかの新しい結果を得た。

研究成果の概要（英文）：The research on ergodic theory has had a strong relation to the theory of numbers 
even from the beginning until now. In particular, there are a number of open questions in the theory of 
binary, decimal, and continued fraction expansions. On the other hand, there are also new open questions 
concerning the theory of cryptography and the communication theory. In the present research, we mainly 
study the approximation theory of continued fractions with its speed of the convergence and also study 
the probabilistic estimate of the calculation costs of the Euclidean algorithms. We have some new results 
concerning these problems as well as other related subjects as the theory of uniform distributions.

研究分野： 数理科学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
研究代表者はエルゴード理論の方法を用い
て数論的なアルゴリズムの測度論的研究を
行ってきた。とりわけ、連分数変換とその自
然拡大に関する研究において多くの成果を
挙げている。一方で、近年海外において確率
論・力学系・数論・幾何学を横断的に纏め上
げる理論が大きく発展した。中でも次の三つ
の分野が本研究に密接に関連している。 
(1) T. Tao, V. Bergelson などによる組合せ
的数論とエルゴード理論の関係の研究 
(2) E. Lindenstrauss、M. Einshiedler 達に
よる等質空間上の力学系上のエルゴード理
論とそのディオファンタス近似論への応用 
(3) A. Avila, M. Mirzakhani 達によるタイ
ヒミュラー空間上のエルゴード理論とその
応用 
 これまでの代表者を中心とした研究者の
測度論的数論の研究が、これらの分野と横断
的に密接な関わり合いを持つことが予想さ
れるようになった。 
 
２．研究の目的 
上に述べた三つの分野の問題とこれまでの
代表者を中心とする研究グループにより行
われてきた研究との関わり合いを一層具体
的に明らかにする。また、それにより力学系
のエルゴード理論、数論、幾何学、確率論を
統合的に扱う新たな理論的手法を開発し、エ
ルゴード理論と数論、およびその計算機科学
への応用に新しい展望を開く。さらに、低次
元写像の作る力学系や幾何学的空間上の作
用から派生する力学系の研究を通して無限
大不変測度を持つ力学系のエルゴード理論
とその数論への応用の可能性を明らかにす
る。 
また、この過程でこれらの分野に関連する

研究を行っている多くの海外の研究者との
共同研究を行うことにより、国際的連携ネッ
トワークを構築し我が国の数理科学とりわ
けエルゴード理論研究の国際的な立場を強
化する。 
 
３．研究の方法 
本研究の目的の一つである国際連携の確立
のため、国際研究集会を研究代表者、分担者
（および海外の研究者との連携）により開催
し積極的な情報交換を行う。実連分数変換の
エルゴード理論、複素数のディオファンタス
近似論とエルゴード理論、一様分布論、非ア
ルキメデス数体上のエルゴード理論など研
究テーマごとに小グループによる研究討論、
セミナーなどを行いながら研究を行う。隣接
する研究分野からの知見を得るために研究
集会にも可能な限り参加する。国内また、そ
れぞれの研究課題に応じて海外の研究者と
連絡を保ちつつ国際共同研究を進める。その
ため、国外の共同研究者を招聘し、あるいは
研究代表者、分担者が国外出張し、研究討論
を行う。 

４．研究成果 
(1) 国際連携ネットワークの確立 
この目的のために国内外で多数の国際研究
集会・ワークショップを開催した。研究代表
者、分担者が組織委員として開催した主なも
のは下記のとおりである。 
① Ergodic Theory and Metric Number Theory, 
日 本 女 子 大 学 ,  2012 年 12 月 ： J. 
Aaronson(Tel Aviv 大), V. Berthe(Paris 第
7 大), D. H. Kim(Dongguk 大) など共同研究
を行っている研究者の他、V. Bergelson(Ohio 
State 大), C. Kraaikamp(Delft 工科大), O.  
Sarig(Weizmann 研究所),T. Schimdt(Oregon 
大) 他多くの国外からの研究者を招聘し関
連分野の研究情報の交換を行った。 
② Measurable and Topological Dynamical 
Systems—Keio 2013, 慶應義塾大学日吉キャ
ンパス, 2013年12月： K.K. Park(韓国、KIAS)、
X.D. Ye(中国、中国科学技術大学)との連携
により日・中・韓の関連諸分野の研究者間の
情報交換を行うことを目的とし両国から併
せて 20 名強の研究者を招聘し、またヨーロ
ッパ・アメリカからも数名の研究者を招聘し
た。これにより関連諸分野の多くの研究情報
を得ると共に今後の研究交流の強化がなさ
れた。 
③ Warwick—Keio Seminar in Ergodic Theory, 
Warwick 大 学 (UK), 2014 年 1 月 ： R. 
Sharp(Warwick 大)との連携により開催した。
本研究の共同研究者の Jon Aaronson(Tel 
Aviv 大)も加わり多くの英国の研究者との研
究情報交換を行った。 
④ Measurable and Topological Dynamical 
Systems, NIMS (韓国), 2015 年 6,7 月：②を
引き継ぎ、研究集会を開催し、前回以上に活
発な研究情報交換を行った。 
⑤ Seminar in Ergodic Theory—Keio 2016, 
慶應義塾大学日吉キャンパス, 2016 年 1 月：
これまでの研究成果の報告と今後の展望に
関する研究討論を目的として開催した。共同
研究者の V. Berthe( Paris 第 7大), Dong Han 
Kim(Dongguk 大)の他に M. Keane (Delft 工科
大) 他も加わり研究成果報告を行うと共に
今後の研究の方向性についても多くの討論
を行った。 
 これらの国際研究集会を通して当初の目
的の一つであったフランス、オランダ、ポー
ランド、アメリカ、イスラエル、韓国、中国
などの当該分野研究者とのネットワークが
確立された。 
 
(2) 新たな研究結果 
数論的アルゴリズム、およびそこから派生し
たエルゴード理論の新たな研究結果として
公表された主要な成果は下記のとおりであ
る。 
① 有限体を係数とする多項式の Artin 型連
分数に関する中間近似分数を生成するアル
ゴリズムが一意に定まらないことを示し、そ
の中で各アルゴリズムに共通するエルゴー



ド理論的性質を研究し、エントロピーの値を
決定した。さらにそれらを無限グラフ
(Bruhat-Tits tree)上の力学系として表現す
ることに成功した。これにより、エルゴード
理論と離散幾何への対応の研究への道が拓
けた。この成果は[雑誌論文]⑧に公表されて
いる。 
② 有限体を係数とする形式的べき級数に関
する非斉次ディオファンタス近似の問題に
関して、Kurzweil 型定理の精密化を証明した。
実数空間における非斉次ディオファンタス
近似問題は円周上の回転の作る力学系の再
帰時間の問題と密接に関係しており、本研究
結果も非アルキメデス数体上の対応する問
題への応用を現在検討している。この成果は
[雑誌論文]⑬に公表されている。 
③ ユークリッドアルゴリズムの計算コスト
についてはこれまで bit complexity とよば
れる関数が最も詳しい評価を与えるものと
して知られている。今回の研究では、有限体
を係数とする二つの多項式に対するユーク
リッドアルゴリズムの計算コストとして、
fine bit complexity と名付けたさらに詳し
い評価関数を導入し、それによりユークリッ
ドアルゴリズムのコスト評価を行った。評価
方法として母関数を用いた組合せ論的な方
法と極限としての連続空間でのエルゴード
理論を用いた方法を比較することにより、離
散の極限としての連続と連続の近似として
離散の二つの考え方の対比を議論した。これ
により、三つ以上の多項式に対する様々なユ
ークリッドアルゴリズムの優劣を fine bit 
complexity により比較することを可能にし
た。研究前半は[雑誌論文]⑩にすでに公表さ
れており、後半部分は共同研究者によりすで
に国内外の研究集会で公表されており現在
論文を準備中である。 
③ ほとんどすべての実数 x に対して部分列
n(k)・xの 三角関数の値が重複対数の法則に
従うような自然数の部分列（n(k)）で
n(k+1)-n(k)≦2 を満たすものが存在するこ
とを証明した。このようなことは中心極限定
理では成り立たないことが、Bobkov-Gotze に
より証明されている。今回の結果により、gap 
series に対する中心極限定理と重複対数の
法則の違いが明確になった。この結果は[雑
誌論文]⑭に公表されている。 
④ 単位区間上の一様分布列の誤差の評価に
おいて、discrepancy の評価を行った。とり
わけ、Hadamard 条件を満たす一様分布列に対
して、長さ N の列の star-discrepancy に対
してその重複対数の法則に関して下からの
評価を得ることに成功した。また、一定の条
件の下で, discrepancy と star-discrepancy
の値が一致することを証明した。この結果は
[雑誌論文]③、⑪に公表されている。 
⑤ Adler-Keane-Smorodinsky のアイデアに
基づき有限体を係数に持つ形式的べき級数
の Artin 型連分数に対する normal sequence
の構成に成功した。この A-D-S の構成法は古

典的な Champernowne による 10進展開に対す
る正規数の構成法の連分数展開への変形と
考えられる。それを Artin 型連分数に適用す
ることで可算無限の係数値をとる展開列に
ついて正規列の構成法とエルゴード理論に
おける Shannon-McMillan の定理との関係を
明確にすることに成功した。このアイデアか
ら、非ユークリッド数体の場合に形式的べき
級数と連分数の双方で正規あるいは片方の
みで正規となる列の構成について研究の足
掛かりが作られると考えている。現在、この
問題について新たに研究を開始している。こ
れまでの研究成果は[雑誌論文]④において
公表予定である。 
⑥ 複素数の Gauss 数体による近似を与える
Hurwitz 連分数変換の絶対連続不変確率測度
を変換の自然拡大を複素2次元空間の中に構
成することにより決定した。この問題はフラ
クタルな境界を持つ領域の特徴づけである
ため困難で、長年にわたって未解決であった。
本研究では、複素数に対してある種の良い近
似分数はすべてHurwitz連分数の近似として
現れていることを示し、これの応用としてこ
れまでの研究の困難さを克服した。これによ
り形式的な自然拡大領域が正のルベク測度
を持つことが示され、自然拡大が構成された。
自然拡大の不変測度が複素2次元空間での双
曲測度で与えられることから、Hurwitz 連分
数変換の絶対連続不変測度は自動的に決定
される。この成果については現在論文を準備
中である。さらに、Hurwitzによる Eisenstein
数体による近似を与える連分数変換につい
てもまったく同様の結果が得られると考え
現在その研究も進行中ある。Gauss 数体の場
合についてはすでに[学会発表]④、⑨におい
て国外で研究結果を公表している。 
⑦ 区間交換のアルゴリズムのエルゴード理
論 に お け る 基 本 的 道 具 と な る Rauzy 
induction の自然拡大の構成が da Rocha によ
るアルゴリズムと関係のあることは一部の
研究者の間で漠然と 予期されていた。本研
究では、da Rocha のアルゴリズムそのもので
はなく、実は flip のないアルゴリズムであ
ることを示した。これにより、 Rauzy 
induction の 自 然 拡 大 が 構 成 さ れ 、
Teichmuller flowの新しい横断面の構成が可
能になることが分かった。さらにこの自然拡
大のある誘導変換が、Zorich map の自然拡大
となっていることが示されている。この自然
拡大の構成により、区間交換と円周上の
piecewise rotaion の間のある種の双対性が
明らかになった。このとき、円周上の一つの
piecewise rotation がどのような Rauzy 
class を決定するかどうかの問題について現
在研究を継続中である。これまでの結果は
[雑誌論文]②に発表予定である。 
⑧ 現在の Ergodic Ramsey 理論の最も重要な
未解決問題としてエルデシ予想がある。無限
大の不変測度を持つエルゴード的変換の多
重再帰性の問題は、この問題解決のための重



要な方法の一つと思われている。本研究では
過去に代表者と海外研究協力者 J. Aaronson 
(Tel Aviv 大) のマルコフ連鎖に対する結果
を拡張し、定負曲率面上の測地線の作る力学
系の多重再帰性の判定条件を得ることがで
きた。これにより、多重再帰性の問題が
Ergodic Ramsey理論にとどまらず幾何学的な
問題にも広く意味を持つことが明らかにさ
れた。この結果は[雑誌論文]①に発表予定で
ある。 
 
以上、の研究成果により、ディオファンタス
近似論の測度論的理論、（グラフ理論を含む）
離散数学、双曲面および平坦面の幾何学、数
論を統括的に議論することの重要性が具体
的な研究結果を基に明らかにされた。また、
この研究の帰結として多くの新たな問題が
発生した。とりわけ、複素連分数の自然拡大
と Tiling 理論、無限大不変測度を持つエル
ゴード的変換の多重再帰性と等差数列に関
するエルデシ予想、Rauzy induction と
translation surfacesのクラス分けに関する
いくつかの新しい問題の解決は、現在のエル
ゴード理論とその周辺分野において重要で
あると考える。 
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