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研究成果の概要（和文）：極値グラフ理論の問題は，グラフ H を固定するとき，与えられたグラフ G が H と
同型な部分グラフを含むための辺数あるいは最小次数に関する最善の十分条件を求めることである．本研究で
は，因子問題，マイナー，部分グラフに関する問題を統一的な視点から俯瞰することにより，新たな問題提起を
行い，展開研究を行った．とくに，森グラフの極値問題，弦付きサイクルやシータグラフを点素に見つける問
題，マッチング拡張性などを重点的に扱った．また，グラフ理論の大きな未解決問題の一つであるHadwiger予想
との関連において，グラフのρ彩色の概念を導入し，次数列に関するHadwiger予想の簡潔な証明を与えた．

研究成果の概要（英文）：The problems in extremal graph theory is to find the minimum number of edges
 or a sharp minimum degree condition for a graph G to contain a prescribed subgraph H. In this 
research, by considering the problems from the unified point of view of factor problems, graph minor
 problems, and subgraph finding problems, we shall go into a new area of extremal graph theory.  In 
particular, we focus on extremal problems of forests, vertex-disjoint chorded cycles and theta 
subgraphs, matching extendability, etc. Also, related to  Hadwiger's conjecture, one of the most 
famous conjectures in graph theory, we propose the notion of rho-coloring, and give an alternative 
and much simpler proof of Hadwiger's conjecture for degree sequences.

研究分野： 離散数学

キーワード： グラフ理論　極値問題　弦付きサイクル　シータグラフ　マッチング拡張性　Hadwiger予想　禁止部分
グラフ

  １版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 グラフ理論における典型的な極値問題の
設定は，グラフ H を固定するとき，与えら
れたグラフ G が H と同型な部分グラフを
含むための辺数あるいは最小次数に関する
最善の十分条件を求めることである．この問
題は，H が完全グラフである場合の Turan
の定理を出発点として，Erdos-Stone の定理
により，H の染色数が 3 以上の場合には，
漸近的な意味において完全解決している．こ
の意味は，与えられた H を部分グラフとし
て含むために必要なグラフ G の辺の数・最
小次数に関する最善の条件が，G の頂点数に
関するオーダーとその最高次の係数まで決
定されている，ということである．しかし興
味深いことに，H が２部グラフの場合にはこ
の問題は未解決であり，辺数・最小次数の頂
点数によるオーダーも完全には決定されて
いない．いくつかの特別な２部グラフ H に
ついて決定されているのみである．さらに興
味深いことに，H が森グラフのときですら完
全解決されていない． 
 グラフ G と H の頂点数が等しい場合，
つまり全域部分グラフを見つける問題が，因
子問題である．見つけるべき全域部分グラフ
をその同型類で指定するのではなく，各頂点
の次数条件で与える次数因子については，
Tutte の f-因子定理や Lovasz の(g,f)-因子定
理により必要十分条件が知られており，多項
式時間で存在判定ができることも知られて
いる．存在すべき因子に同型類を与える場合
や，次数制約であっても連結な全域部分グラ
フを見つける問題などは，ハミルトン閉路問
題とも関連し，多くの問題が NP 困難となる．
連結因子の特別なケースである，次数制約の
ついた全域木に関しては，存在のための十分
条件について近年盛んに研究され始めたと
ころである．連結成分の形に制限を与えた因
子については，多項式時間で解ける問題とそ
うでない問題が存在し，興味深い研究対象で
ある． 
 マイナーの存在については，固定されたグ
ラフをマイナーとして含むかどうかは多項
式時間で求められることが知られており，完
全グラフなどの典型的なグラフをマイナー
として含むための辺の数・最小次数に関する
極値問題は，Hadwiger 予想（染色数と完全
マイナーの関係に関するもの）との関連によ
り，よく研究されている．しかし，辺の縮約
の回数に制限を与えた場合など，極値問題と
してはまだあまり研究の進んでいない部分
もある．これは，独立数が２のグラフに対す
る Hadwiger 予想ですら難しい問題であるこ
とと関連する． 
 
２．研究の目的 
 グラフの部分グラフ，因子，マイナーにつ
いての極値問題は，通常まったく別の問題と
して研究されており，互いの関連にはあまり
言及されていない．一方で，ある種の誘導部

分グラフやマイナーを含まないグラフは，特
定の因子を含みやすくなる，という例もある．
たとえば，クローと呼ばれるグラフを誘導部
分グラフとして含まない偶数頂点の連結グ
ラフは，完全マッチングを持つことが知られ
ている．この例のように，部分グラフ，因子，
マイナーの間の関連を考え，総合的にこれら
の極値問題を考えていくことが，本研究課題
の目的である． 
 与えられたグラフ H を部分グラフとして
含むための辺の数・最小次数に関する極値問
題は，グラフ H の染色数が大きく関わって
いることがわかっている．２部グラフ（染色
数が２の場合）については未解決の問題が多
く残されているが，退化数（k-degenerated
の概念）が関係するであろうということが予
想されている．さらに，閉路を含まないケー
スではさらに繊細なグラフ不変量が必要に
なることが見込まれる．グラフが簡単になれ
ば問題は通常簡単になるはずであるが，この
問題においては，グラフが簡単になるほど極
値問題の解のオーダーが真に低くなるため，
その正確な漸近値を決定するのが難しくな
る．一見より単純な問題に見えるが，実はよ
り詳細な極値条件を扱わなければいけない
ところが，この問題の特徴である．頂点数が 
n で辺数が (k-1)n/2 より大きいグラフは，k
辺からなる任意の木を部分グラフとして含
むであろう，という Erdos-Sos の予想が，長
年にわたって未解決であったことは，この種
の問題の難しさを物語っている． 
 このような極値問題の研究は，問題設定と
しては古くから盛んに研究がなされてきた
問題の一部といえる．しかし，部分グラフの
極値問題，因子問題，マイナーに関する問題
は，それぞれ独立に議論されてきた．複数の
構造を並行して考え，それらの関連に着目し
た研究はほとんどなく，それが本研究の学術
的特色の一つといえる．このような新たな統
合的観点からの未解決問題への取り組みは，
グラフ理論の発展に大きな意義を持つのは
間違いない． 
 
３．研究の方法 
 研究代表者および研究分担者，連携研究者
は，これまでに多くの共同研究実績がある．
とくに，グラフの閉路，因子，全域木などに
関して顕著な研究成果を残してきており，そ
れらをベースとして発展させていく形で，本
研究課題で扱う極値問題の解決にあたった．
本研究課題は，グラフ理論の根幹をなす問題
と直接関係し，ラムゼー理論，因子理論，閉
路問題，彩色問題など多くのグラフ理論研究
と関連する．研究の初期の段階においては，
それらの既存研究を極値問題の観点から見
直すことにより，鍵となるグラフ不変量の発
見を目指した．また新たな方向性として，因
子，マイナー，部分グラフを総合的に捉える
ことにより，これらの部分構造について互い
の関連性に着目した極値問題の研究を進め



た．本研究課題は，上述のように，グラフ理
論の幅広い問題と関連するため，研究にあた
っては，国内外の多くの関連研究者との議論
が必要であり，国内外研究集会での情報収集
および研究討論を軸に研究を進めた．中でも，
毎年２〜３月に慶應義塾大学で開催した組
合せ論若手研究集会においては，本研究課題
の研究分担者や連携研究者を含めた若手研
究者が多数参加し，活発な研究者交流および
研究討論が行われ，本研究課題の研究進展に
大きな役割を果たした． 
 
４．研究成果 
 与えられた森グラフを含むための条件に
関する Brandt(1994)の定理によれば，Hを辺
数 kの森グラフとするとき，最小次数が k以
上のグラフには必ずHと同型な部分グラフが
存在することが知られている．この最小次数
条件は，いくつかの森グラフについては最善
であるが，多くの森グラフでは最善の値では
ないことが知られていたが，本質的に，H が
木とマッチングのときのみが最小次数kを必
要とすることがわかった．また，森グラフに
関する極値問題に関連して，木とスターグラ
フに対するグラフラムゼー数に関する研究
を行った．木 T とスターグラフに対するグ
ラフラムゼー数 R は，頂点数 R のグラフに
おいて最小次数がどのくらい以上であれば 
T を部分グラフとして含むか，という問題に
対応する．この問題は，R が T の頂点数に
近くなるにつれて難しくなるが，これまで知
られている結果より広い範囲の T とスター
グラフに対してラムゼー数を決定すること
ができた． 
 指定されたいくつかの辺に対しそれらを
含む完全マッチングを見つけるマッチング
拡張性の問題においては，顕著な成果が挙が
った．５連結平面グラフにおいて，指定され
た辺のばらつき具合を考慮に入れた拡張性
について，何本の辺までが指定できるかに関
して最善の結果を得ることができた．とくに
辺同士が互いに距離４以上である場合には，
何本指定してもそれらを含む完全マッチン
グが存在することを示した．この結果はさら
に，射影平面上やクラインの壺上の三角形分
割における研究へと広がり，多くの条件の下
で最善の値を決定した． 
 グラフの極値問題の中でも，点素なサイク
ルの存在に関するものは数多くの研究があ
る．サイクルより辺数の多い，弦付きサイク
ル，シータグラフを点素に見つける問題を扱
い，特に同型なそのようなグラフが k 個点
素に見つかるための次数条件についての研
究を行った．頂点数が十分に大きいグラフに
おいては，弦付きサイクルについては最小次
数 3k+c（c は定数）を，シータグラフにつ
いては最小次数 2k+1 を仮定すると k 個の
同型な部分グラフが点素に見つかることが
示された．帰結として，同じ長さの点素な偶
サイクルの存在に関する結果も導かれる．こ

の研究結果の手法を精査することにより，s
本の弦を含むサイクルや，サイクルに s本の
パスを付加して得られるような構造を持っ
たグラフに一般化する研究も行った． 
 グラフ理論における最も有名な未解決問
題の一つに Hadwiger 予想がある．これは，
k+1 頂点の完全グラフをマイナーとして含ま
ないグラフは，k-彩色可能であろう，という
もので，平面グラフに対する四色定理の一般
化かつ拡張となっている．この予想に関連し
て本研究では，完全マイナーと彩色を結びつ
ける概念であるρ彩色を導入し研究を行っ
た．まずこの概念の導入により，Hadwiger 予
想を弱めた「次数列に関する Hadwiger 予想」
の簡潔な証明を与えた．また，ρ彩色と，
Hadwiger 数，染色数，マイナーの関係につい
て調べ，一定の成果を挙げた． 
 グラフが含む局所的な部分構造とそのグ
ラフ全体にわたる種々の性質との関連に関
する研究においていくつかの進捗があった．
局所的な部分構造としては，これまで多く研
究がなされている禁止誘導部分グラフに焦
点をあてた．頂点数の十分大きなグラフが，
一定以上のタフネスを持つこと，完全マッチ
ングやそれに準じた構造を持つこと，などを
インプライする禁止誘導部分グラフ集合の
完全決定について成果が挙がった．グラフの
タフネスは，そのグラフから取り除く頂点数
とそれにより生じる連結成分数の比に関す
る不変量で，完全マッチングの存在やハミル
トン閉路の存在とも関係することから，今後
の極値問題の研究においても重要な役割を
果たす可能性が大きい． 
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