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研究成果の概要（和文）：本研究では波の伝播を表す方程式について解析を行った。より詳しくは、複数の波が相互作
用することで生じる非線形な効果と波が存在する時空間の構造の効果について調べた。例えば、空間内に障害物がある
場合の波の伝播の様子が障害物がない場合のそれと同様であることを様々な不等式を導出することにより明らかにした
。特に、空間2次元の場合を解決したことは大きな進展である。
また、膨張する宇宙を記述する計量のもとでの波の伝播の様子についても調べた。波を表す関数の性質を詳しく解析す
ることで、膨張する宇宙モデルでは波の波長が長くなり、結果として安定化されるという直観的イメージと合致する描
象を数学的に証明することに成功した。

研究成果の概要（英文）：Our research is concerned with equations which describe the way of propagation of 
waves. More precisely, we study the nonlinear effect produced by the interaction among waves, as well as 
the effect coming from the structure of the space-time in which the wave exists. For instance, when there 
exists an obstacle in the space, we are able to show that the way of propagation of waves are similar to 
that for the case where there exists no obstacle. In particular, it is a big progress to solve this kind 
of problem in two space dimensional case.
Moreover, we also study the way of propagation of waves in the space-time equipped with the metric which 
describes the expanding universe. By considering the property of function which represents the wave in 
detail, we rigorously proved the following intuitive image: the wavelength of the waves become long, so 
that the waves are stabilized in such an expanding universe model.

研究分野： Partial Differential Equations
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１．研究開始当初の背景 
計量が平坦なミンコフスキー時空におけ

る非線型波動方程式に対する初期値問題の
研究は 1970 代に発表された F. John 氏によ
る先駆的な研究を受けて精力的に進められ
てきた．一般に，どんなに初期値が小さくと
も非線型効果により解の有限時間爆発が起
こり得るため，大域可解となるような非線型
項の増大条件について注目が集まり，空間次
元との兼ね合いにおいて臨界指数が決定さ
れ，臨界および劣臨界における最大存在時刻
の詳細な評価およびそれらによって示唆さ
れる非線型項の特別な構造を仮定した場合
の大域可解性についての解析等が発展した．
更に，大域解の漸近挙動についても詳しく調
べられている． 
しかしながら，計量が平坦でない場合やそ

れと類似の性質を有する外部問題では，前述
の初期値問題の場合と較べ，十分な解析がな
されていないという状況にあった．これらの
問題に共通にみられる本質的な困難は，斉次
波動方程式の対称性に付随するベクトル場
に依存するベクトル場法が上手く働かない
という点である．そのため，ベクトル場法を
上手く修正して，初期値問題以外の関連する
問題について統一的な理解を提供するよう
な枠組みが求められていた． 

 
２．研究の目的 
 前項で述べた当初の背景を踏まえ，まず，
空間遠方では計量が平坦である場合の解析
を行う．同時に，この場合には，計量の摂動
の効果を調べることは原点付近に障害物が
ある外部問題の解析と強い関連があるので，
これについても研究を行う．また，解の爆発
の証明では，テスト関数法と呼ばれる手法の
汎用性が知られており，解の最大存在時刻の
上からの評価を導くのに適した形への改良
を目指す．更に，ド・ジッター時空において，
計量が波動の伝播の様子に及ばす影響を調
べ，その漸近挙動を調べる．この様に，空間
遠方において計量が平坦であるような時空
間における非線型波動方程式の解析から派
生する様々な問題について考察することが
我々の研究目的である． 
 
３．研究の方法 
 原点付近に障害物のある外部問題の研究
では，前向き光円錐の近傍以外では解が強い
減衰を示すための手法を確立する必要があ
る．初期値問題の場合のように，ベクトル場
法とエネルギー法とを組み合わせるだけで
は所望の評価を得ることができないので，解
表示に依存した詳細な解析が必要となる． 
 テスト関数法の改良については，二階常微
分不等式に関する加藤の不等式と呼ばれる
命題をより洗練する方向で考察を進める． 
 ド・ジッター時空における波動伝播の解析
は適当な変数変換を施したのち，関数解析的
な手法を駆使して行う． 

４．研究成果 
 外部問題に関しては，これまで解析が進ん
でいなかった空間二次元の場合に新たな解
析手法を開発した．空間二次元の場合，解の
減衰オーダーが遅いため，外部問題の解を全
空間の解からの摂動と見做す，所謂，カット
オフ法の適用が難しくなる．また，エネルギ
ー法を用いる際に現れる境界積分の処理も
空間三次元の場合と比べて，格段に難かしく
なる．前者に関しては，全空間の解の表現公
式から得られる減衰評価を精密化すること
により，後者に関しては，時間微分が空間微
分より速く減衰するという事実を明らかに
することにより，困難を克服した．具体的に
は，発表論文において，空間二次元において
臨界となる三次の増大度を持つ非線型項に
対して，最大存在時刻の下からの評価および
非線型項が特別な代数構造を持つ場合の大
域可解性について，全空間と同様の結果を導
くことに成功した，但し，ノイマン境界条件
を課す場合には，最大存在時刻の下からの評
価が全空間の場合やディリクレ境界条件を
課す場合と比べ，若干，悪くなっており，そ
れが本質的なのか否かについては未解決で
ある．また，解自身の減衰評価に関して，ほ
ぼ最適と思われる評価を導出し，劣臨界の増
大度しか持たない非線型項に対して，全空間
の場合と同様の結果を導くことが可能とな
ったのは予想以上の成果である．更に，空間
三次元の場合に，線型化方程式の解の漸近挙
動を障害物の影響を反映するような特徴付
けを与え，初期値の振幅を零に近づける極限
において解の最大存在時刻の下からの評価
に現れる定数を決定した． 
 解の爆発に関しては，計量の摂動がない場
合に，非線型項が臨界の増大度を持つ時に解
の最大存在時刻の上からの評価を導く論法
を精査し，既存の結果を連立系の場合に拡張
し，高次元空間の場合に最適な評価を導いた． 
 ド・ジッター計量を持つ時空間の解析に関
しては，質量項を持つ波動方程式の初期値問
題について考察し，質量が大きく計量の影響
を吸収できるような場合には，既存の結果に
おいて限定的だった初期値のクラスをより
自然なエネルギー空間に拡張できることを
明らかにした．更には，エネルギー空間にお
ける散乱理論を構築するとともに，非相対論
極限についても考察し，対応するシュレディ
ンガー方程式に関する解析を進めた．逆に，
質量項が小さい場合には計量が平坦で質量
項を持たない波動方程式の解と同様の振舞
いを示す事ができた． 
 一方で，計量がミンコフスキー計量から離
れている場合の典型例として，ポテンシャル
摂動について考察し，光円錐の近傍以外では
解が速く減衰するか否かについて詳しく調
べた．そのポイントは解のレゾルベント表現
を用いることであり，肯定的な結論が得られ
るような枠組みを構築することができた． 
 また，最終年度に大規模な国際研究集会を



札幌において開催し，一線級の研究者を国内
外から招聘し，意見交換を行い，本研究課題
の成果を発信した． 
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