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研究成果の概要（和文）：圧縮流体方程式の分岐・安定性解析の数学理論の構築を目指して，層状領域や柱状領域にお
ける定常および時間周期的平行流解の安定解析を行い，平行流解のまわりの解の漸近挙動は，空間次元nが3以上の場合
はn-1次元線形熱方程式で記述され，n=2のときは1次元粘性Burgers方程式で記述されることを示した．Poiseuille流の
場合に線形化作用素のスペクトルを詳細に解析し，不安定性の十分条件をReynolds数とMach数によって与えた．不安定
化に伴う時空周期的進行波解の分岐の証明を与えた．空間周期パターンの安定性解析の第一段階として周期的層状領域
上の解の漸近挙動の解析をBloch変換を用いて行った．

研究成果の概要（英文）：To establish mathematical theory for bifurcation and stability in the 
compressible Navier-Stokes equation, we studied the stability of stationary and time-periodic parallel 
flows. We proved that the asymptotic behavior of parallel flow is described by a linear heat equation 
when the space dimension n is greater than or equal to 3, and by a one-dimensional viscous Burgers 
equation when n=2. In the case of the Poiseuille flow, we derived a sufficient condition for the 
instability in terms of the Reynolds and Mach numbers. Furhtermore, we proved the bifurcation of a 
familiy of space-time-peirodic traveling waves when the Poiseuille flow is getting unstable. As a first 
step of the stability analysis of space-periodic patterns, we investigate the stablity of the motionless 
state on periodic infinte layer, and derived the asymptotic leading part of the perturbation by using the 
Bloch transformation.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード：  Navier-Stokes equation　compressible　asymptotic behavior　spectral anaylsis　stability 　in
stability　bifurcation
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１．研究開始当初の背景 
圧縮流体の基礎方程式は準線形双曲型-放

物型連立偏微分方程式であり，その双曲型的
側面による波の伝播や放物型的側面による
粘性拡散が，領域の境界や初期値の空間無限
遠方での挙動（無限遠方での境界条件）など
と複雑に絡まりあい，解は興味深い漸近挙動
を呈する． 
このような方程式系の数学解析について

は，空間多次元の場合，流体が静止している
状態を表す空間一様な静止定常解のまわり
の解の漸近挙動は詳細に解析されており，解
の漸近挙動の精密な様相が得られていた．応
用上より重要な空間非一様な定常解などが
現れる場合は，方程式の双曲型的側面が強く
なるため解析にさまざまな困難が生じ，より
詳細な解のダイナミクスの解析が求められ
ていた． 
一方，非圧縮流体の場合は，基礎方程式で

ある非圧縮性 Navier-Stokes方程式が半線形
放物型方程式の枠組に分類されるため，時空
非一様な解の安定性や漸近挙動に関する数
学解析理論が整備され，詳細な解析がなされ
ている．例えば，平行な 2 枚の平板の間の領
域（層状領域）や無限に長いパイプ（柱状領
域）における問題では，解析的半群の理論，
中心多様体理論などが有効に用いられ，解の
分岐や安定性，空間周期的進行波解の安定性
など，時空非一様な解のまわりにおけるダイ
ナミクスの解析がなされていた． 
 
２．研究の目的 
上述のように流体運動を記述する非線形

偏微分方程式に対する解の安定性および分
岐解析の数学理論は，半線形放物型方程式系
の 枠 組 み に 分 類 さ れ る 非 圧 縮 性
Navier-Stokes 方程式に対しては整備されて
きたが，圧縮性 Navier-Stokes 方程式のよう
な準線形の双曲-放物型方程式系に対しては
未だ十分な理論が構築されていない．本研究
では，層状領域や柱状領域における圧縮性
Navier-Stokes 方程式の非自明な流れを表す
定常解や時間周期解などの安定性および分
岐解析を展開し，圧縮流体方程式に対する安
定性・分岐理論を構築することを研究の目的
とする． 

 
３．研究の方法 
 空間的に非一様な流れの場をもつ定常解
の安定性を調べるために，空間非一様な定常
解のなかでは最も単純な形状をした平行流
解（ある方向に一様な流れ）のまわりの解の
漸近挙動を考察した．圧縮性 Navier-Stokes
方程式の平行流解の安定性解析においては， 
平行流解の空間非一様性などに起因して方
程式の双曲型的側面が強くなり，線形化半群
が解析的半群にならないなどの非圧縮流体
の場合とは異なる困難が生じる．しかしなが
ら，線形化作用素のスペクトルの構造に基づ
く解の分解とエネルギー法とを組み合わせ，

非線形相互作用を詳細に調べることによっ
て，Reynolds 数および Mach 数が十分小さ
いときに定常平行流解の安定性を証明した．
層状領域における安定性の解析手法を柱状
領域へと拡張した． 
定常 Poiseuille 流の場合に，線形化作用素

のスペクトルと Reynolds 数および Mach 数
との関係を詳細に解析し，Poiseuille 流の不
安定性を示した．Poiseuille 流の不安定化に
伴い，時間周期解の分岐が予想されたが，進
行波解の分岐問題に帰着させ，可微分性の欠
損を克服するなど，時空間周期的進行波解の
分岐証明の方法を開発した． 
上述の定常平行流解は層状領域の水平方

向には一様であるため，その解析には水平方
向変数に関する Fourier 変換が有効に用いら
れた．この手法は空間周期パターンの安定性
解析には用いることができない．そこで，空
間周期パターンをもつ定常解の安定性解析
の第一歩として，領域の境界が周期的に変動
する周期的層状領域における静止状態の安
定性を考察した．Fourier 変換の代わりに新
たに Bloch 変換を用いた解析を導入し，圧縮
流体方程式の空間周期パターンの安定性解
析の土台を構築した． 
 時空間の両変数について非一様な流れを
もつ解の安定性を調べるために層状領域に
おける時間周期的平行流解の安定性を考察
した．線形化発展作用素の低周波部分に対す
るスペクトル解析を水平方向変数に関する
Fourier 変換を通じて展開し，そのフロケ表
現を導出した．また時間周期外力下における
全空間上の時間周期問題に対しても同じく
線形化発展作用素に対するモノドロミー作
用素のスペクトル解析を展開して，時間周期
解の存在，安定性を証明することに成功した． 
 研究課題の解析のためには，非線形偏微分
方程式に対する関数解析的手法，実解析的手
法，無限次元力学系理論などのさまざまな手
法が必要であり，関連する論文の精読や偏微
分方程式関係の図書の購読により解析手法
の研究，現状の分析，研究の動向に関する情
報収集を行った． 
毎週１回「九州関数方程式セミナー」に偏

微分方程式の研究者を招へいし，セミナー講
演を通じて研究討論，意見交換を行った． 
偏微分方程式関連の研究集会を開催，ある

いは集会に参加するなどして，国内外の非線
形偏微分方程式の研究者との研究交流を行
い，最新の手法，視点，研究の動向に関する
情報収集を行った．平成 24 年度～27 年度に
開催した研究集会は以下のとおりである． 
・「九州における偏微分方程式研究集会」開
催地：福岡（H25 年～H28 年，毎年 1月開催） 
・「若手のための偏微分方程式と数学解析」
開催地：福岡（H25 年～H28 年，毎年 2 月開
催） 
「Ito Workshop on Partial Differential 
Equations」開催地：福岡（H26 年～H27 年，
毎年 8月開催） 



「Saga Workshop on Partial Differential 
Equations」開催地：佐賀（H27 年～H28 年，
毎年 3月開催） 
「国際研究集会 International Conference 
on the Mathematical Fluid Dynamics」開催
地：奈良，H25 年 3月 
「国際研究集会 Mathematical Analysis of 
Nonlinear Partial Differential Equations」
開催地：福岡，H25 年 11 月 
「国際研究集会 Korea-Japan workshop on 
Nonlinear PDEs」開催地：蔚山（韓国），H27
年 11 月 
 
４．研究成果 
(1) 定常平行流解の安定性： 
先行研究において空間次元 nが 3以上のと

きレイノルズ数およびマッハ数が十分小さ
ければ，平行流型定常解は十分小さな摂動に
対して漸近安定であり，摂動の時間無限大に
おける漸近挙動はあるn-1次元線形熱方程式
の解で記述されることを示していたが，本研
究において n=2 の場合を考察し，レイノルズ
数およびマッハ数が十分小さければ，平行流
型定常解は十分小さな摂動に対して漸近安
定であることを示した．摂動の時間無限大に
おける漸近挙動については，n が 3 以上の場
合とは異なり，n=2 のときは 1 次元粘性
Burgers 方程式の解によって記述されること
を示した．さらにこの結果を柱状領域に対し
て拡張した． 
(2) ポアズイユ流の不安定性と進行波解の
分岐： 
(1)の平行流の安定性をポアズイユ流の場

合に詳細に考察し，マッハ数が大きいときの
不安定性条件を与えた．非圧縮流体の場合，
ポアズイユ流に対する臨界レイノルズ数は
約 5772 であることが知られているが，ここ
で得られた不安定性判定条件によると，圧縮
流体の場合は，マッハ数が大きければレイノ
ルズ数が 5772 に比べてはるかに小さい場合
でもポアズイユ流は不安定になることがわ
かる．（たとえばマッハ数が約 2.5 のときは
レイノルズ数が約 10 でポアズイユ流は不安
定となる．）さらに不安定化に伴う時空間周
期的な進行波解の分岐証明に成功した．ここ
で確立した分岐の証明方法は他の圧縮流の
分岐問題にも適用可能なものである． 
(3) 平行流型時間周期解の安定性： 
平行流型時間周期解の線形化安定性を考

察し，レイノルズ数およびマッハ数が十分小
さければ線形化方程式の解は時間無限大に
おいて，n-1 次元の熱方程式の解にある時間
周期関数を 
乗じた関数に漸近することを示していたが， 
本研究では，さらに詳細な解析を進め，線形
化発展作用素の低周波部分の Floque 表現を
導出した． 
(4)周期的層状領域における安定性解析： 
n 次元層状領域の境界が n-1 次元空間周期

的超曲面である場合に圧縮性 Navier-Stokes

方程式の解の時間無限大における漸近挙動
の考察を行った．境界が n-1 次元超平面であ
る場合は，無限に広がる方向の n-1 個の変数
に関するFourier変換を用いることによって
線形化作用素のスペクトル解析を行い，平行
流解の周りの解の長時間ダイナミクスの詳
細が 
わかったが，境界が超平面でない場合は
Fourier 変換を用いることができない．本研
究では静止状態の周りでの線形化半群のス
ペクトル解析をBloch変換を用いることによ
って行った．線形化半群は 2つの部分に分解
され，1 つの部分は時間無限大において n-1
次元定係数2階楕円型作用素によって生成さ
れる半群に漸近し，残余部分は指数的に減衰
することを示した．ここで現れる n-1 次元定
係数 2階楕円型作用素の主要部の係数は，周
期的層状領域の基本周期領域上の非斉次
Stokes 方程式の解を用いて与えられる．本研
究におけるBloch変換を用いたスペクトル解
析は圧縮性Navier-Stokes方程式の空間周期
パターンを持つ解の安定性解析の基礎とな
るものである． 
(5)全空間上の時間周期問題： 
ｎ次元全空間上の時間周期的外力作用化

における圧縮性Navier-Stokes方程式の時間
周期解の存在と安定性を考察した．非有界領
域上の圧縮性Navier-Stokes方程式に対する
時間周期問題の研究はほとんど見られず，
Ma-鵜飼-Yang (2010)による研究が知られて
いたが，空間次元 nに対して 5以上という条
件が課されており，n=2,3 の場合の存在・安
定性の問題は未解決であった．本研究では空
間次元 n=3 を含む nが 3以上の場合に，時間
周期外力にある種の対称性を課して，時間周
期解の存在を示した．証明では，方程式を低
周波部分と高周波部分に分解して，それぞれ
の部分のスペクトル解析を重み付きソボレ
フ空間において行うことによって必要な評
価を導出して時間周期解の存在を示した．低
周波部分については，線形化発展作用素に対
するモノドロミー作用素が空間無限遠方で
線形化定常問題の解作用素に漸近すること
を見出して評価を行った．高周波部分は重み
付きエネルギー法を用いてモノドロミー作
用素のスペクトル半径が真に1より小さいこ
とを示した．得られた時間周期解は十分小さ
な攪乱に対して漸近安定であり，攪乱の L^2
ノルムは時間無限大においてn次元熱核と同
じ時間減衰をすることを示した． 
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