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研究成果の概要（和文）：数学的結晶理論の研究を行い、標準的実現がwavelet解析に登場するtight frameに密接に関
連することを見出した。Tight frameの中でも、結晶的tight frameの概念が重要であり、その性質を詳細に研究した。
これはグラスマン多様体上の有理点とも関連し、有理点の数え上げの問題が重要となることを指摘した。準結晶に関連
する研究では、古典的なガウスの問題に登場する離散集合が、Poisson型の凖結晶に「近い」ことを発見し、near quas
icrystal の理論への出発点とした。

研究成果の概要（英文）：Motivated by the recent development in systematic design of crystal structures by 
both mathematicians and crystallographers, we studied interesting relationships among seemingly 
irrelevant subjects; say, standard crystal models, tight frames in the Euclidean space, rational points 
on Grassmannian, and quadratic Diophantine equations. Thus our view is quite a bit different from the 
traditional one in mathematical crystallography. The central object in this study was what we call 
crystallographic tight frames, which are, in a loose sense, considered a generalization of root systems. 
We also studied near quasi crystals pf Poisson's type.

研究分野： 幾何学

キーワード： tight frame　quasicrystal
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１．研究開始当初の背景 
現代結晶学では、結晶構造における原子を頂
点、原子間の結合を辺とするネットワークと
考えることにより、グラフ理論が有効に使わ
れている。特に結晶に付随するグラフは有限
グラフのアーベル被覆グラフであるから、ホ
モロジー群の理論と被覆理論という位相幾
何学的手法が使える。これに加えて、研究代
表者が提唱している離散的ラプラシアンの
解析学を主題とする「離散幾何解析学」の手
法が有効であるとの認識から本研究が出発
した。これまで、離散幾何解析を用いて結晶
格子上のランダムウォークに対する漸近的
性質を見出しているが、中でも中心極限定理
から導かれた標準的実現が最小原理を満た
す最大対称実現であることが研究代表者の
研究により知られている（ランダム性と対称
性が結びつくことは興味深い）。それを用い
て結晶構造のモデルを構成し、そのアルゴリ
ズムを構築することにより、結晶デザインに
応用することを目論んでいた。 
 
２．研究の目的 
離散幾何解析学の手法により、結晶デザイン
の理論を確立するとともに、その背景にある
数学理論を整理することを目的とした。特に、
結晶格子上の量子ウォーク、準結晶とその数
論的例、結晶的タイト・フレームの理論を具
体的対象とした。特に結晶的タイトフレーム
の族をグラスマン多様体の有理点と対応さ
せ、さらにディオファンタス連立方程式との
関連を見出すことを目的としていた。2 次元
結晶では、複素 2 次曲面の有理点（ただし虚
2 次体の数を座標とする）との関係を調べる
ことになる。さらに、1 次元量子ウォークの
漸近挙動を精密に調べることにより、高次元
量子ウォークの場合への拡張を試みること
を考えた。準結晶の理論では、原始的格子点
の集合のような、従来の定式化には当てはま
らない離散集合を扱うことが目的であり、ポ
アソン型の準結晶をモデルとして、何らかの
新しい（準結晶と呼ぶのにふさわしい）クラ
スを見出すことを目指した。恐らく、これに
関連して、合同不定方程式を満たす原始的格
子点の集合を扱う価値があるように思われ
る（原始的ピタゴラス数の数え上げに、この
ような集合が登場する）。 
 
３．研究の方法 
離散幾何解析は離散的ラプラシアンの解析
学を中心的対象としており、これを用いて研
究を行った。理論的結晶学者の従来の研究は
離散的ラプラシアンを用いることにより、相
当部分が簡易化できる。また、離散的代数幾
何学の考え方と標準的実現の間の関係に着
目し、クロネッカーの「青春の夢」のグラフ
版を構成することを考えた。さらに、準結晶
の理論では、一般化されたリーマン和を定式
化し、これを用いて研究を行った。リーマン
和については、ポアソンの和公式の一般化を

考えることが必要との認識があった。 
 
４．研究成果 
結晶デザインの研究では、線形代数の枠内で
構成された内藤のアルゴリズムを用いて、数
多くの結晶構造を構成し、その性質を調べた。
1 次元量子ウォークの精密な理論を構築。そ
の漸近挙動は 3つの区域に分かれて、振動区
域、壁区域、大偏差区域になることが解明さ
れた。この結果はエルミート関数の挙動と類
似しており、高次元への拡張を示唆している。
少なくとも大偏差区域については、古典的ラ
ンダムウォークの大偏差と関係があること
が期待される。これとは独立に、結晶的タイ
ト・フレームの理論をグラスマン多様体の有
理点の理論に結び付け、これまでの結果を統
一的に扱うことに成功。この研究から、有理
点の自然な「高さ（height）」を定義するこ
とができたが、この「高さ」に関する有理点
の数え上げ関数の挙動を調べることは、将来
に残された問題である。これに関連して、デ
ィオファンタス連立方程式との関連も見出
すことができた。さらに 2次元結晶の標準的
実現と複素2次曲面の有理点の間の関係を見
出した。これに関連する方向としては、タイ
ル張りから得られる2次元結晶の有理点によ
る特徴づけであろう。この他、ユークリッド
空間の離散集合の一様性を定式化すること
を目的にして、一般化されたリーマン和の研
究を行った。特に、互いに素な自然数の数え
上げについてのガウスの古典的結果、及び原
始的ピタゴラス数の数え上げを統一的扱う
ことが可能になった。その副産物として、円
周上の有理点の一様分布に関する知見を得
ることができた。さらに加えて、準結晶との
関係を研究した。 
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