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研究成果の概要（和文）：標本化定理は、今日のデジタル信号処理の礎であることは論を俟たない。本研究では、再生
核ヒルベルト空間に係る標本化定理について理論的に解析を行った。標本化定理とは、離散点の情報のみから未知関数
を再構成する問題であり、すなわち関数空間の可分性と表裏一体の問題である。本研究では、所与の再生核ヒルベルト
空間に一意に対応する再生核のある種の連続性が当該再生核ヒルベルト空間の可分性を担保することを理論的に解明し
た。また、今日注目を集めている、複数の再生核による関数再構成問題についても理論的に解析し、個々の再生核によ
る最適推定結果の結合として得られるアンサンブルカーネル回帰の有効性を理論的に明らかにした。

研究成果の概要（英文）：It is well known that the sampling theorem plays a crucial role in the field of 
digital signal processing. In this work, we theoretically analyzed the sampling theory for the 
reproducing kernel Hilbert spaces. The sampling theorem and the separability of a target function space 
are two sides of the same coin. We proved that a certain continuity of a reproducing kernel corresponding 
to the target reproducing kernel Hilbert space guarantees the separability of the reproducing kernel 
Hilbert space. Recently, function estimation by multiple reproducing kernels attracts much attention in 
this field. We also analyzed the theoretical properties of such problems and revealed the advantages of 
the so-called ensemble kernel regression scheme which is a combination of the estimated functions by each 
reproducing kernel.

研究分野： 標本化定理

キーワード： 標本化定理　再生核　再生核ヒルベルト空間　汎化誤差　アンサンブルカーネル回帰　マルチカーネル
回帰
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１．研究開始当初の背景 
 
標本化定理が，現代社会で利用される様々

なデジタル機器の理論的な礎であることは今
や周知の事実である．1920 年に小倉金之助が，
また，1928 年にナイキストが予想したこの標
本化定理は，その20 数年後の1949 年に染谷
とシャノンが与えた証明により，広く世の中
に知られるようになり，それ以降も様々な拡
張や一般化の議論がなされてきた．中でも特
筆すべきは，1988 年に東京工業大学の小川に
より発表された「一般標本化定理」の理論で
ある．この理論の核心は，関数の標本化とい
う操作を数学的に厳密に定式化することがで
きる再生核，及び，それに対応する再生核ヒ
ルベルト空間の枠組を導入したことにある．
この枠組の導入により，所与の標本点集合か
ら被標本化関数を再構成する問題を，線形作
用素として表現可能な標本化過程の逆問題と
いう数学的に非常に見通しのよい形式に帰着
させることができるようになった．この成果
により，旧来の標本化定理は，一般標本化定
理の主張のごく特殊な一例として解釈するこ
とができることが明らかになった．ところで，
パターン認識や回帰推定，密度推定等に代表
される，いわゆる機械学習の分野において，
再生核を用いたカーネルトリックと呼ばれる
技術がここ15 年ほどの間に広く認知される
ようになり，とりわけ応用面に関する研究が
爆発的に発展したことは記憶に新しい．しか
しながら，機械学習のコミュニティーにおい
ては，カーネル関数は，システムの入力を(無
限次元を含む)高次元の特徴空間へ写像する
とともに，当該特徴空間における内積を規定
し算出する道具立てとして認知されており，
故に，機械学習問題の定式化に内包されない
恣意的な道具立てである，と解釈する立場が
支配的であった．それ故，応用面での発展と
は裏腹に，その最適性や理論的妥当性は置き
去りにされている感が拭えなかった．それに
対し，小川らの研究グループは，機械学習の
問題が，前述の一般標本化定理の理論が扱う
問題と本質的に同一であることを指摘し，こ
の枠組による射影学習という概念を提唱した．
この概念に基づく解釈により，カーネル関数
が，未知の推定対象が属する空間を規定し，
かつ，解空間上の最適解，すなわち解空間へ
の直交射影を与える際の計量をも規定するも
のとして，機械学習問題の定式化に内包され
るのみならず，解の最適性に大きく影響を与
えるものであることを理論的に明らかにした．
この他にも，小川らは，いわゆる劣化信号の
復元問題や，CT/MRI といった医療診断装置に
おける像再構成問題等も全く同じ枠組で議論
できることを示している．以上のように，一
般標本化定理の理論は，標本化という一領域
を俯瞰するのみならず，情報科学における広
範な領域に対する大きなマイルストーンであ
ると言える． 

 

２．研究の目的 
 
上で述べたように，一般標本化定理の理論

により，標本化や機械学習，信号復元再構成
等の様々な分野の問題が統一的に解釈できる
ようになり，かつ，その中で，再生核が規定
する解の最適性の機序が明らかになった．こ
のような背景の下，申請者を含む北海道大学
の研究グループは，上で述べた標本化定理と
再生核ヒルベルト空間の関係に着目し，主に
以下のような理論的成果を挙げている． 
1. 所与の再生核ヒルベルト空間の任意の関
数が，所与の標本点集合によって完全再構成
できるための必要十分条件を解明した． 
2. 所与の標本点集合では関数を完全再構成
できない場合，その誤差について数理的に解
析した． 
結論から言えば，本研究の目的は，これら

の理論的な成果の実用への展開を図ることに
ある．ところが，前者については，この成果
の実用への展開を見据えた場合，そもそも，
所与の再生核ヒルベルト空間が，標本化定理
が成立するような標本点集合を持ち得るのか
否かすら解明されていないという大きな問題
が残されている．この問題の解決なくして，
1. の成果の机上の空論からの脱却はあり得
ない．しかるに，前者の成果の実用への展開
に向けて， 
A. 再生核ヒルベルト空間が標本化定理を満
たす標本点集合を持つための条件の解明． 
B. A.の成果をもとに，標本化定理を有する再
生核ヒルベルト空間を網羅的に調査． 
C. 様々な実問題で扱う信号に適した再生核
ヒルベルト空間を調査し，実際に標本化定理
を構築． 
の三点が，本研究の主要な目的となる．  
 
３．研究の方法 
 
本研究の目標を完遂することとは，すなわ

ち「研究目的」の項で述べた課題を，数学的
な定理を証明するという形で決着させるこ
とである．これを実現するために実行可能な
ことは，効果的に情報を収集すること以外に
ない．研究期間中は，学術的な会議における
情報収集や他機関の研究者との研究討論を
通じて効果的に情報を収集し，目標の完遂を
目指す． 
 
４．研究成果 
 
 上記研究目的に対し，本研究期間において
以下のような成果を得た． 
 
研究目的 A) に関する成果 
 
所与の関数空間が標本化定理を有するため

には，当該関数空間の可分性が必要となる．
しかるに，応用を想定した場合，所与の再生
核ヒルベルト空間が可分となるために，対応



する再生核が満たすべき条件が重要となる．
これに対し，本研究で再生核に関するある種
の連続性が当該可分性を担保することを解明
した． 
 
研究目的 B) 及び C) に関する成果 
 
実用上有用な関数空間の一つとして，帯域

通過型の信号からなる関数空間がある．これ
について過去様々な研究がなされているもの
の，間違いを含む結果や解釈が困難な結果な
どが散見されていた．これに対し，当該関数
空間が再生核ヒルベルト空間をなすことを証
明するとともに，当該空間に対し，非常に見
通しのよい標本化定理を構築することに成功
した． 
 
研究目的の更なる発展に関する成果 
 
 近年では，複数の再生核を用いた関数推定
法も注目を集めている．それに対し，複数の
再生核による最適推定結果を結合するアン
サンブルカーネル回帰が，個々の再生核によ
る推定結果より，平均的な意味で良い推定結
果を与えることを示すとともに，当該アンサ
ンブルカーネル回帰が，事前に結合した再生
核により推定を行う，マルチカーネル回帰よ
りも良好な推定結果を与えるための十分条
件を明らかにした． 
 
その他の成果 
 
 本研究課題における理論整備の一環とし
て，当該研究課題と密接な関係を有する線形
系逆問題や線形システムに関して，以下のよ
うな成果を得た． 
 
(1) 欠損値を有する所与の信号から、当該欠
損値を推定する手法として，線形回帰と最適
なブロック選択に基づく手法，並びに，最小
分散凸結合を利用する効果的な手法を開発
した．また，その応用例として，デジタル画
像のデモザイクング問題への適用を行った． 
 
(2) 結晶構造を有するセンサーアレイを用
いて，拡散性雑音を効果的に抑制する手法を
開発した． 
 
(3) 厳密には同時対角化できない複数の非
負定値エルミート行列の同時対角化問題に
対し，解析解を用いて高速に解を得る手法を
開発した． 
 
(4) 線形系逆問題に対して，未知信号に対す
る線形拘束条件と確率的な構造の両方を利
用可能な解法を開発した． 
 
(5) センサーアレイによる信号到来方向推
定問題に対し，斜射影を用いることにより，
高精度に方向推定可能な手法を開発した． 

 
(6) 混合信号から，混合される前の未知原信
号を推定するブラインド信号源分離問題に
対して，一般に興味の対象となることが多い
非定常信号を優先的に抽出することで計算
量を削減する手法を開発した． 
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