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研究成果の概要（和文）：記述長最小原理(MDL原理)について，確率的コンプレキシティ(SC)の評価と，SCを達成する
最適な予測法(minimax予測)の研究を実施した．具体的には，i.i.d.の正則なi.i.d.モデルについて，ターゲットクラ
スに関するJeffreys事前分布を用いたBayes混合と，その局所指数族バンドル上のBayes混合の組み合わせによってSCが
達成できることを示した．特に混合型分布族および木情報源モデルについては，データ列に関する制約を除去すること
に成功した．また通信路容量を達成する誤り訂正符号の一つであるスパース重ね合わせ符号(Barronら，2011-)の研究
を行った．

研究成果の概要（英文）：Concerning the minimum description length (MDL) principle, we performed the 
studies on evaluation of the stochastic complexity (SC) and the data compression and sequential 
prediction strategies which achieves the SC for various target models. Those algorithms performs as the 
minimax strategies with respect to logarithmic or coding regret. We obtained the minimax strategies when 
the target model is the i.i.d. general smooth families of probability distributions. Our strategy is a 
combination of the mixture of the target class with Jeffreys prior and a mixture of the local exponential 
family bundle of the target class. In particular, we succeeded to remove the restriction on the set of 
data sequences for the mixture family case and tree model case. We also studied sparse superposition code 
(Barron et al. 2011-), which is one of capacity achieving codes.

研究分野：情報理論と機械学習

キーワード： 記述長最小原理　MDL　確率的コンプレキシティ　指数型分布族　木情報源モデル　局所指数族バンドル
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１．研究開始当初の背景 
情報科学やその応用分野における機械学習

技術の重要性は増し続けている．これは，計
算機とインターネットの発展による必然的な
帰結であろう．こうした中，情報理論に起源
を も つ 記 述 長 最 小 原 理 (MDL 原
理)[A2][A4][A5]は，機械学習の指導的原理の
一つとして認識されている．1990 年代までに
は，MDL 原理の基本的考え方が確立され，応
用研究が主流となった感があった．しかしな
がら 2006 年に，一部のモデルについて，記述
長の下限である確率的コンプレキシティ(SC)
を効率的に計算するアルゴリズム[A9]が発見
されてから，その基礎研究が再び活発化し
た． 

MDL 原理とは，機械学習の過程がデータ圧
縮と表裏一体であり，最小の符号長を追求す
ることで高精度な学習が可能になるという考
え方である．これを情報理論の枠組みにおい
て定式化したのが J. Rissanen[A10]である．特
に統計的モデル選択の文脈では，情報量規準
の一つであるMDL規準がよく知られている．
これは「全記述長=モデル記述長+データ記述
長」が最小になるモデルを選ぶ方法である． 

MDL規準の導出自体が MDL原理に基づい
ていることは重要である．すなわち，全記述
長が出来るだけ小さくなるようにモデルのた
めの符号化を最適化して得られる最小値が
MDL 規準である．この考え方は，その後さら
に徹底され，MDL 原理の中心概念として，確
率的コンプレキシティ(Stochastic Complexity; 
SC)の概念が確立された[A11]．SC は，パラメ
トリックモデル𝑆 = {𝑝(⋅ │𝜃): 𝜃 ∈ 𝛩 ⊆ ℜ𝑑}を
一つターゲットモデルとして固定したもとで，
データの集合 W に対する regret の最悪値を最
小にする符号(minimax 符号)の符号長である．
ここに，minimax 符号は逐次型学習方式を導
くため，SC の値を求めることは，最適な逐次
学習(オンライン学習)の手法に結びつくとい
う意味でも重要である． 

こうした理由から，様々なターゲットクラ
スについて，SC の値を評価する努力がなされ
ている．1990 年代には，ある正則条件のもと，
SC の値が次のようになることが知られてい
た[A15][A12]． 

− log 𝑝(𝑥𝑛|𝜃)̂ + 𝑑
2 log 𝑛

2𝜋       (S1) 

          + log ∫ |𝐽(𝜃)|1/2𝑑𝜃 + 𝑜(1)𝐾      

ただし，J(θ)はθの Fisher 情報行列，|J(θ)|
はその行列式を表す．また，o(1)は n が大き
くなるにつれてゼロに収束する量を表す．デ
ータ列 xn=x1x2…xnの範囲については，最尤推
定値が𝐾 ⊆ 𝛩 に属するように制限する． 

上記の評価が成り立つのは，離散無記憶情
報源がなすクラスを含む指数型分布族の場合，
および有限次数の Markov モデルの場合であ
る．これらの結果の多くは Jeffreys 事前分布
を用いた Bayes 符号(Jeffreys 符号)を用いて示
される．このとき，離散無記憶情報源と

Markov モデルの場合を除き，データ集合にや
や不自然な制約を設ける必要があった．

その後，SC の評価については大きな進展は
見られなかったが，先述のように 2006 年に離
散無記憶情報源の SC の値を効率的に計算す
るアルゴリズムが発見[A9]され，MDL 原理に
関する関心が高まることとなった． 

 
２．研究の目的 

下記の項目を考察することで，MDL 原理に
ついてより深い理解を獲得し，機械学習をは
じめとするより広い分野に適用可能にするこ
とを目指した． 
 一般のパラメトリックモデルに関して SC
を達成する Bayes 戦略の解析． 
 Markov モデルにおける Jeffreys 符号の近似
計算法の提案． 
 多項 Bernoulli モデルと Markov モデルの最
尤符号の効率的計算アルゴリズムの検討． 
 一般の tree model に関して SC を達成する戦
略の確立と解析． 
ここに，Bayes 戦略とは次式で表される

Bayes 混合に基づく符号を用いる手法である． 

𝑚(𝑥𝑛) = ∫ 𝑝(𝑥𝑛|𝜃)𝑤(𝜃)𝑑𝜃 

ただし，w()は事前分布と呼ばれる上の確
率分布である． 
 
３．研究の方法 

MDL 原理の数理的構造を解明する研究と，
オンライン予測に関する応用研究を並行して
行った．平成24年度から25年度にかけては，
一般の正則モデルの SC の評価を行った．ま
た，Markov モデルの SC の近似計算法につい
て考察し，数値シミュレーションによりその
評価を行った．さらに平成 25 年度以降は，一
般の tree model の SC について考察した． 

また，平成 24 年度半ばからは，通信路符号
化の研究を開始した．これは研究開始当初は
計画していなかったテーマである．取り組ん
だのは，Gauss 通信路が対象であるスパース
重ね合わせ符号[A7][A8]である．この符号は，
Barron らが提案したもので，Shannon 限界を
達成することが保証される符号の一つである．
通信路符号化における復号問題は統計的モデ
ル選択と同じ問題であることに注意すると，
Shannon 限界はモデル選択の性能限界と関係
することが分かる．本研究では，従来よりも
現実的な設定で Shannon 限界を達成すること
を目指した． 

 
４．研究成果 
(1)一般の正則モデルの確率的コンプレキシ
ティに関する研究 

SC は minimax 符号の符号長として定義さ
れる[A11]．ここでは符号とは確率分布 q と同
等 で あ り ， q の regret は log(1/𝑞(𝑥𝑛)) −
 log(1/𝑝(𝑥𝑛|𝜃 	̂ሻሻで定義される(𝜃は̂データ xn を
与えられたもとでのθの最尤推定値)．ここに，
minimax 符号は，次式で表される Shtarkov の



正 規 化 最 大 尤 度 (Normalized Maximum 
Likelihood; NML)に一致する．ただし，データ
x の範囲が連続である場合は，総和が積分に
置き換えらえる． 

𝑚̂(𝑥𝑛) = 𝑝(𝑥𝑛|𝜃(̂𝑥𝑛)
∑ 𝑝(𝑥𝑛|𝜃(̂𝑥𝑛))𝑥𝑛

 

一般には正規化最大尤度の値を求めること
は難しいが，ターゲットクラスが指数型分布
族であれば，Jeffreys 事前分布を採用した
Bayes 符号(Bayes 混合に基づく符号)が，漸近
的に SC を達成することが知られていた
[A12][A5]．指数型分布族は，確率密度関数の
族が次の式で表されるモデルの種類を表し，
統計学，情報理論，および機械学習において
重要な役割を果たす[A1]． 

𝑝(𝑥|𝜃) = exp
(∑ 𝜃𝑖𝑇 (𝑥) − 𝜓(𝜃)

𝑑

𝑖=1 )
 

また，Jeffreys 事前分布とは，|J(θ)|1/2 に比
例する確率密度，すなわち 

𝑤𝐽 (𝜃) =
|𝐽(𝜃)|1/2

∫|𝐽(𝜃)|1/2 𝑑𝜃
 

である．この問題においては，ほとんどの場
合データ集合に関する条件は厳しく， 𝑊 =
{𝑥𝑛: 𝜃(̂𝑥𝑛) ∈ 𝐾なる形に制限する必要がある．
ただし，K はの内部𝛩∘に包含されるコンパ
クト集合である．この制限は，最尤推定値が
𝛩の境界から一定の距離以上離れている必
要があることを意味する．指数型分布族のた
めの Jeffreys 事前分布による minimax 戦略は 

𝑚𝑛(𝑥𝑛) = (1 − 𝜖𝑛)𝑚𝐽 (𝑥𝑛) + 𝜖𝑛 ∫ 𝑝(𝑥𝑛|𝜃)𝑤𝑏(𝜃)𝑑𝜃

なる形で得られる．ここに，wbは K の境界付
近で wJ よりも十分大きな値を持つ事前分布
を表し，𝜖𝑛は適当な速さで 0 に収束する非負
の数列である．この符号を修正 Jeffreys 符号
と呼ぶ．第 2 項は，Jeffreys 符号 mJ の尤度が
境界付近では minimax 値よりも小さくなって
しまう現象に対処するために用いられる．こ
の修正は，K = の場合すなわちデータ列を
制限しない場合は，通常用いることが出来な
いが，離散無記憶情報源の族と定数次数の
Markov 情報源の族の場合は可能である．  

ここで，もしターゲットクラス S が指数型
でない場合は，仮に最尤推定値が境界に近づ
かなくても，mJの regret は minimax 値を達成
しない．これは S の指数曲率が 0 でないこと
に由来する． 

この問題を解決するため，本研究では S を
より広い空間 𝑆̅に拡張し，𝑆̅上の Bayes 符号
を用いる手法を提案した．すなわち，次の局
所指数族バンドル[A1]を用いて S を拡張する． 

   𝑝(̅𝑥𝑛|𝑢) = 𝑝(𝑥𝑛|𝜃)exp(𝛽 ⋅ 𝑉 (𝑥𝑛|𝜃) − 𝜓(𝜃, 𝛽)) 

    𝑉 (𝑥𝑛|𝜃) = 𝐽 (̂𝑥𝑛|𝜃) − 𝐽(𝜃) 

ただし， 𝐽 (̂𝑥𝑛|𝜃)は，(-1/n)log p(xn|)のヘシア
ン，すなわち経験的 Fisher 情報量を表す．𝛹は
正規化定数に対応する．また，は J()と同
じ次数の行列であり，u = ()としている．
行列 A と B に対するA ⋅ Bは要素同士の積の
和を表す．このとき，漸近的 minimax 戦略と
して 

𝑚̅𝑛(𝑥𝑛) = (1 − 𝛿𝑛)𝑚𝑛(𝑥𝑛) + 𝛿𝑛∫ 𝑝(̅𝑥𝑛|𝑢)𝑤̅(𝑢)𝑑𝑢 

が得られ，SC の値は(S1)となる．ただし，𝛿𝑛
は適当な速さで 0 に収束する非負の数列であ
り，𝑤̅は u の適当な事前分布である．このと
き，一般にはデータ系列については，𝐾 ⊆ Θ∘

に対応する制約が必要である．また，このほ
か S に課される正則条件には，よく知られた
モデルについても自明とは限らないものが含
まれる． 

このことに関して考察を進め，見通しの良
い形で整備した．その結果，一般の混合型分
布族が正則条件を満たすことを明らかにした．
混合型分布族とは，d+1 個の確率分布 pi  
(i=0,1,2,…,d)を用いて 

𝑝(𝑥𝑛|𝜃) = ∑ 𝜃𝑖𝑝𝑖(𝑥𝑛)
𝑑

𝑖=1
+

(
1 − ∑ 𝜃𝑖

𝑑

𝑖=1 )
𝑝0(𝑥𝑛) 

で定められる確率モデルである．ただし，
は d 次元のパラメータであり， 

0 ≤ ∑ 𝜃𝑖 ≤ 1
d

i=1
 

を満たすものとする．これは離散無記憶情報
源の族を特別な場合として含む．また，指数
型分布族と双対の関係にあるクラスであり，
情報幾何学において重要な役割を果たす[A1]． 

混合型分布族に関しては，対象となるデー
タ系列に関する制限が必要ないことを，本課
題において証明した (Takeuchi and Barron 
2014)．この結果は，指数型分布族以外で，初
めてデータに関する制約を取り除いた重要な
成果である．  

また，この手法をユニバーサルポートフォ
リオに適用する方法を考察した．ユニバーサ
ルポートフォリオは混合型分布族に対応し，
局所指数族バンドルが有効に働くケースとな
る．平成 24 年度は正則化条件について調べた
ところ，一般には成り立たないことが明らか
となった． 
(2)木情報源モデルの確率的コンプレキシテ
ィに関する研究 

有限次数の Markov 情報源からなるモデル
である木情報源モデル(tree model)について考
察した．このモデルは，文脈木によって規定
される情報源のモデルであり，データ圧縮で
よく用いられる[A14]．木情報源モデルは，木
の形が特別な条件を満たして，Finite State 
Machine (FSM)を定義する場合に限り，(デー
タ数について)漸近的に指数型分布族に近づ
くことが分かっている[A13]．また，木情報源



モデルを定める木の深さを k とするとき，こ
のモデルの任意の要素は k 次の Markov 連鎖
となる．有限次数の Markov 連鎖全体は，漸
近的に指数型となるため，FSM でない木情報
源モデルは曲指数型分布族に近づくことを意
味する．このモデルについても，混合型分布
族の場合と同様の手法によって，データ列に
関する制約なしに SC が達成でき，その値が
(S1) となることを証明した (Takeuchi and 
Barron 2014)．この結果は，FSM モデル(漸近
的に指数型)について知られている命題
(Takeuchi et. al 2013)の拡張でもある． 
(3)スパース重ね合わせ符号の研究 

当初計画にはなかった課題として，スパー
ス重ね合わせ符号(Barron ら，2011-)の研究を
実施した．これはガウス通信路に関する符号
であり，辞書行列とスパースベクトルの積に
より符号語を構成する．このとき，辞書行列
をガウス分布に従うランダム行列とすると，
圧縮センシングと同等の問題となる． 

この符号は，効率的復号アルゴリズムのも
とで通信路容量を達成することが Barron ら
によって証明されている．ここに，復号問題
はモデル選択と本質的に同じ問題となり原理
と関連する．この符号について，辞書を
Bernoulli 分布から生成した場合を考察し，計
算量を無視して最適な復号法を用いた場合に
通信路容量を達成することを証明した
(Takeishi, Kawakita, and Takeuchi 2014)．さらに，
圧縮センシングとの関連について考察を進め，
Bayes 最 適 Approximate Message Passing 
(AMP)[A3]を用いると，Barron らによる従来
の効率的復号法[A8]よりも高い伝送速度のも
とで復号が可能であることを実験的に示した． 
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