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研究成果の概要（和文）：Qを有理数の集合、α_mをcosの2のm+1乗分のπとし、Qにα_mを附加した体をB_2,mとする。
p±1が16で割れない奇素数pについて、B_2,mに1の原始pのn+1乗乗根を附加した体とB_2,mの間のpのn乗次の中間体の類
数をh_p,m,nとするとき、h_p,m,nのp-指数はnをどんなに大きくしても一定の数以下であることを示した。これは主な
発表論文④に発表されている。さらにlを素数とするとき、B_2,nに√lを附加した体B_2,n(√l)の類数の2-指数がnをど
んなに大きくしても、一定の数以下であることを100000より小なるlについて示した。これは主な発表論文①に発表さ
れている。

研究成果の概要（英文）：Let p be a prime number, B_p,∞ the cyclotomic Z_p-extension of the rational 
number field Q, B_p,n the n-th layer of B_p,∞/Q and h_p,n the class number of B_p,n. We obtained the 
following:
Let p be a prime number which is not congruent to 1 or -1 modulo 16. Then the p-part of the class number 
h_p,m,n of B_2,mB_p,n is bounded as n tends to infinity for the fixed m. We can see the result in [④].

研究分野： 整数論

キーワード： 岩澤理論　類数　Z_p-拡大

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
 類数１の実２次体が無限にあるかという
Gauss の予想は、予想が提出されて 200 年た
った今でも未解決の問題である。それどころ
か、類数１の代数体が無限にあるかという問
題ですら未解決である。 
 この問題について、今から１２０年ほど前、 
Weber は有理数体 Q の Z2-拡大 B2,∞の中間体
の類数はすべて１ではないかという問題を
提出した。 
この Weber の問題については、Weber 本

人が B2,∞の３番目までの layer の類数が１で
あるということを示して以来、なんの進展も
なかった。ここで, B2,∞の n 番目の layer と
は、B2,∞の中間体で、有理数体 Q 上 2^n 次の
体のことであり、このような体は唯一つ存在
する。 
１９６０年以降、コンピューターの進歩に

より、Bauer（引用文献①）、Cohn（引用文
献②）、Masley（引用文献⑮）らが４番目の
layer の類数が１であることを示している。
さらにその後には、Linden（引用文献⑭）が
５番目の layer の類数が１であることを示し
た。 
さらに、今世紀になって、堀江は引用文献

⑥、⑦、⑧の研究の後、引用文献⑨において、
8 を法として 3 または 5 と合同であるような
素数 l について、l は B2,∞のすべての layer
の類数と素であることを示した。さらに堀江
は、引用文献⑧、⑨、⑩、⑪と研究を進めて
いる。 
また、筆者は、引用文献③、④、⑤におい

て、1000000000より小なる素数 lについて、
B2,∞のすべての layer の類数が l と素である
ことを示した。さらに引用文献④、⑤におい
て、16 を法として、3、5、7、9、11、13 と
合同な素数 l についても、B2,∞のすべての
layer の類数が l と素であることを示した。こ
れは、堀江の引用文献⑨の結果の一般化であ
った。 
 
２．研究の目的 
 本研究は、「類数１の代数体が無限に存在
する」ことを示すことを最終目標としている。
そのために、次の３つを本研究の研究目的と
した。 
 
（１） 研究成果概要の B2,n の類数が、たく

さんの素数で割れないことを確認す
る。 

 
（２） 総実な代数体 k と Bp,nの合成体 kp,n

について kp,n の類数の p-指数が有界
であるという Greenberg 予想につい
て, 多くの k についてこれを確認す
る。 

 
（３） 虚２次体上のある種の Zp-拡大の中

間体の類数に対し、Weber の問題の
類似を考える。 

 
３．研究の方法 
 代数的整数論のなかでも、円分体論、岩澤
理論をもちいて研究した。 
 
（１） 研 究 目 的 （ １ ） に つ い て は 、

Washington が開発した円分 Zp-拡大
の類数の p でない指数の有界性を示
す手法をもちいてコンピューターで
計算を行った。 

 
（２） 研究目的（２）については、p-進 L-

関数とイデアル類群の関係を示す定
理を用いた。 

 
４．研究成果 
（１） 研究目的（１）については[②]以上

の結果は残念ながら得られなかった。 
 
（２） 研究目的（２）については、色々と

興味深い成果が得られた。まず、（１）
で開発された手法をもちいて、16 を
法として±1と合同でない素数pにつ
いて、（２）の k を B2,mとしたとき、
すべての mについて、Greenberg 予想
が証明できた。さらに p-進 L-関数を
用いて、10 万より小なる素数 l につ
いて k=Q(√l)としたとき, kB2,∞/k
について Greenberg 予想が証明でき
た。この研究は、内外で注目を浴び、
特に、Cambridge 大学の Coates 教授
は大変興味をもち、自分の学生に類
数１の虚２次体上で同様の結果が得
られないか研究させている。また、
（２）については、志村理論、特に、
志村のアーベル多様体の等分点でア
ーベル拡大を構成する研究とのつな
がりが見え始めている。 

 

（３） 研究目的（３）については、次のよ
うな結果が得られた。pを虚２次体 F
で P、P’と完全分解する素数とし、F
∞を P のみ分岐する F の Zp-拡大とす
る。Fnを F∞/F の p^n 次中間体とし、
enを Fnの類数の p-指数とする。この
とき、modular unit をもちいて、具
体的にを enを計算算するアルゴリズ
ムを与えることができた。これをも
ちいて、p=3 のとき、F∞/F のλ-不変
量が 0 になることを F の判別式が
20000 より小なるときに証明した。 
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