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研究成果の概要（和文）：本研究において随伴束K+Lがnefとなる任意のn次元準偏極多様体(X,L)に対して随伴束のm階
テンソルm(K+L)の大域切断のなす次元が正となるmの値の最小値m(n)を調べ, 2n-4以下になることを示した(ただしKはX
の標準因子とする). また4次元の偏極多様体に対してBeltrametti-Sommese予想を示すことに成功した. さらに偏極多
様体の不変量である断面種数や断面classに関する研究も行い, 今までに知られていなかった成果を得ることができた.

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied the minimal value m(n) which satisfies the following 
property: the dimension of global section of m(K+L) is positive for any n-dimensional quasi-polarized 
manifolds (X,L) and every integer m which is greater than or equal to m(n), where K denotes the canonical 
divisor of X. Then we proved that m(n) is less than or equal to 2n-4. Moreover for the case of 
4-dimensional polarized manifolds, we proved a conjecture which was proposed by Beltrametti and Sommese. 
Furthermore I studied the sectional genus and the sectional class, which are invariants of polarized 
manifolds, and I got several results which have been unknown.
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１．研究開始当初の背景 
 
X を複素数体上定義された n 次元非特異射影
多様体, L を X上の豊富な因子(もしくは nef
かつ big な因子)とする. この時これらの組
(X,L)を偏極多様体(もしくは準偏極多様体)
と呼ぶ. 1980 年代後半から Beltrametti, 
Fujita, Ionescu, Lanteri, Palleschi, 
Sommese らによる貢献により, 偏極多様体
の随伴束に関する理論の研究が著しく進展
し, それにより偏極多様体に関する色々な
性質を詳しく考察することが可能となった. 
そのような中で 1990年にIonescuにより「随
伴束 K+L が nef の時, K+L の大域切断のなす
次元が正となる」ことが予想された. またこ
の予想より弱い予想であるが, Beltrametti
と Sommese により「n 次元偏極多様体の随伴
束 K+(n-1)L が nef ならば, K+(n-1)L の大域
切断のなす次元が正となる」ことが予想され
た. このBeltrametti とSommeseにより提出
された予想はIonescuの予想よりは弱い予想
であるが, とても難しい未解決問題として
研究されてきた. 2 次元以下の場合には, 正
しいことは比較的容易に証明され, 3 次元以
上については未解決であったが, 2006年に本
研究代表者により3次元の場合に証明された. 
この結果がきっかけとなり, 随伴束の大域
切断に関する次元の研究が進展し始めた. 
そのような中, 2012 年 Horing により 3 次元
の場合のIonescu予想が証明された. そこで
以上のような研究結果をさらに進展させる
べく今回の研究課題を提案した. 
 
２．研究の目的 
 
本研究の主目的は随伴束 K+L が nef (もしく
は随伴束の飯高次元が非負)となる任意の偏
極多様体に対して随伴束の m 階テンソル
m(K+L)の大域切断のなす次元が正となるmの
値の最小値 (随伴束がnefのときはこの値を
m(n)とおき、随伴束の飯高次元が非負のとき
はこの値を p(n)とおく) を調べることであ
る (ただし K は X の標準因子). 本研究を行
う手段として, 偏極多様体の不変量を用い
た立場からの研究を主に行う. そのため偏
極多様体の不変量に関する研究を行う必要
もあるので, それについても詳しく調べる. 
 
３．研究の方法 
 
研究手法については, 本研究代表者がそれ
までに行ってきた偏極多様体の不変量を用
いたものである. 偏極多様体の不変量を用
いた研究のメリットは, 随伴束の大域切断
のなす次元の値による偏極多様体の分類な
どのより詳しい解析が可能になる点である. 
特に必要な不変量は 0以上 n以下の整数 iに
対して定義される第i断面幾何種数と呼ばれ
るものである. 第 i断面幾何種数は i次元非
特異多様体の幾何種数と類似の性質を持つ

と期待される. ここで, i の値が 0 の時は
(X,L)の次数 Ln であり, i の値が 1 の時は
(X,L)の断面種数となる.  
 
４．研究成果 
 
今回の研究期間内に以下のことについて研
究成果を得ることができた. 
 
(1)  n 次元準偏極多様体に対して m(n)の上
限を求めることに成功した. まず m(n)
は n+2 の 2 乗を 8 で割ったものの切り
上げで上から抑えられることを示した. 
この結果は今まで知られていた荒川氏
の上限の値を改良したものとなってい
る. さらに荒川氏が偏極多様体を扱っ
ているのに対し、今回の研究成果はよ
り一般に準偏極多様体の場合に証明し
た. 証明方法についても荒川氏のもの
とは異なる方法である. またさらに研
究を進めることでこの値を改良するこ
とに成功し, 2n-4 で上から抑えること
ができることを示すことができた. こ
れにより第一段階で予想していた値を
導くことができたことになる. 

 
(2) 偏極多様体の断面不変量による分類につ
いてもいくつかの成果を得ることができ
た. 以下でそれを記す. 
 
  ① 多重随伴束の大域切断の次元を求め
る際に必要となる多重準偏極多様体の
不変量の研究の一つとして, 多重準偏
極多様体の断面種数の非負性について
研究し, その証明を与えた. また 3次元
非特異射影多様体に対して多重準偏極
多様体の断面種数の値が0となる場合の
分類を与えた. 
 
② 断面種数に関しては大域切断の次元
が2であるような豊富な因子をもつ3次
元非特異射影多様体でその断面種数が
不正則数と等しくなるような3次元偏極
多様体の分類に成功した. これにより
1990 年代後半に得られた研究成果の進
展が得られたことになる.  
 
③ n 次元偏極多様体(X,L)のうち L の完
備線形系が基点を持たず, さらに
g(X,L)=q(X)+m かつ h0 (L)=n+m−1 を満
たすような(X,L)の分類を行った.この
研究は研究代表者が以前から行ってい
た断面種数と不正則数との関係に関連
したものであり, 今後の研究の応用に
役立つことが期待される結果である. 
  
④ n 次元偏極多様体(X,L)が与えられた
時に0以上 n以下の整数iに対して定義
される第 i 断面 Betti 数 bi(X,L)なる不
変量がある.その中でも今回の研究では



第 2 断面 Betti 数 b2(X,L)について考察
した. L が非常に豊富な因子の場合には
第 2 断面 Betti 数は第 2 Betti 数 b2(X)
以上になることが示されており , 
b2(X,L)- b

2(X)が 1 以下となる場合の
(X,L)の分類はすでに知られているので
今回の研究では b2(X,L)- b

2(X)=2 となる
(X,L)の分類を行った. 

 
(3) 4 次元の偏極多様体(X,L)に対して
Beltrametti-Sommese 予想を証明するこ
とに成功した. つまり 4次元の偏極多様
体(X,L)に対して K+3L が nef の時, K+3L
の大域切断の次元は正となることを示
した. またこの結果は、随伴束の理論を
用いることで、4次元偏極多様体で K+3L
の大域切断の次元が0であるものを分類
することと同値であることがわかる. 
そこでこの視点から4次元偏極多様体で
K+3Lの大域切断の次元が1であるものに
ついて調べ, その分類を完成すること
ができた.  

 

(4) n 次元偏極多様体(X,L)で Lが非常に豊富
な場合(X,L)の classという不変量が定義
される. これは X を L による埋め込みに
より射影空間の部分多様体と見たときの
X の双対多様体が超曲面となった時はそ
の次数、もし超曲面にならなかった時は 0
と定義したものである.X の次元が 2 の時
に, Lanteri 氏はある条件のもとで(X,L)
のクラスがd(X,L)+2g(X,L)+1以上になる
ことを証明した. ここで d(X,L)は L の次
数, g(X,L)は(X,L)の断面種数を表す. 今
回の研究においてこの結果を改良するこ
とができた. つまり Lanteri 氏と同じ条
件 の も と , (X,L) の ク ラ ス が
d(X,L)+2g(X,L)+2 以上になることを証明
した. さらに等号が成り立つような
(X,L)の分類にも成功した.  
  また、一般の n 次元偏極多様体が与えら
れた時, 0以上 n以下の任意の整数 iに対
して第 i 断面 class と呼ばれる不変量が
定義される. (X,L)が 3 次元偏極多様体の
時の第 2断面 class の値について考察し, 
非負性や第 2 断面 class の値による分類
などを行った. 
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