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研究成果の概要（和文）：多様体上の中間符号の擬リーマン計量をニュートラル計量と呼び、局所的なニュートラル計
量の族を－１倍の不定性を許して張り合わせて得られる構造をニュートラル構造と呼ぶ。ニュートラル構造と適合する
四元数類似構造（パラ超複素構造）を持つコンパクト複素曲面のダビドフ他による例のうち、超楕円曲面の例について
局所共形パラ超ケーラーでないニュートラル構造に変形できることが分かった。また、四元数CR多様体（次元は７より
大きい）に対する強積分可能性の概念を導入し、超擬凸性と強積分可能性の下、そのツイスター空間上に部分的積分可
能な概CR構造（ツイスター概CR構造と呼ぶ）が自然に定まることを示した。

研究成果の概要（英文）：A pseudo-Riemannian metric on a manifold is called a neutral metric if it has 
neutral signature, and a family of local neutral metrics that conicide, except for multiplication by -1, 
on the overlaps, is called a neutral structure. Davidov et al. obtained examples of compact complex 
surfaces with a quaternion-like structure (parahypercomplex structure) that admit compatible neutral 
structures, but never admit any compatible neutral metric. Then we show that their example of a 
hyperelliptic surface can be deformed to a compatible neutral structure, which is not locally conformal 
parahyperkahler. Also, ｗe introduce the notion of strong integrability for a quaternionic CR manifold 
(of dimension greater than 7), and show that, under ultra pseudoconvexity and strong integrability, a 
partially integrable almost CR structure (called the twistor almost CR structure) is defined naturally on 
its twistor space.

研究分野： 微分幾何学

キーワード： ニュートラル計量　ニュートラル構造　パラ超複素構造　四元数CR構造　強積分可能性　ツイスター空
間　ツイスター概CR構造
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１．研究開始当初の背景 
 幾何学あるいは物理学において正定値と
は限らない不定値計量がしばしば現れる。そ
の中でも中間符号の不定値計量（以下、ニュ
ートラル計量（neutral metric）と呼ぶ）に
ついては、弦理論に関連した動機づけもあり、
近年、研究が活発化しているところである。
正定値計量に対して定まる概念や幾何構造
の幾つかは、ニュートラル計量に対する対応
物も自然に定義される。これまで、正定値計
量とニュートラル計量（または不定値計量）
で共通する性質や、ニュートラル計量や不定
値計量特有の正定値計量では起こらないよ
うな現象が見つかっている。特に、複素構造
や四元数類似構造（パラ超複素構造）と適合
するニュートラル計量をもつコンパクト複
素曲面については、正定値とは異なる現象が
具体例と共に観察され、本研究の動機付けと
なる存在問題や分類を目指した研究が行わ
れていた。また、一般化された複素幾何学や
ルブランの３次元正定値共形多様体に対す
るツイスターCR 多様体のレビ形式のように、
考える空間の接バンドルそのものではなく、
その空間上の直和バンドルや部分バンドル
など、ベクトル束上にニュートラル計量（す
なわち、中間符号のファイバー計量）が定ま
る自然な状況もある。 
 
２．研究の目的 
 本研究は、計量および共形構造と、複素構
造、四元数類似構造（超複素構造や四元数構
造など）との関連と幾何学的性質を、計量が
正定値の場合に限らず不定値（特に、ニュー
トラル計量）の場合まで含めて考察し、計量
の符号数によらずに共通する性質や、正定値
性と不定値性の差異を指し示す現象につい
て、その原因や背景を調べることを目的とし
ていた。申請当初に設定した具体的な研究テ
ーマは以下のとおりである： 
（A） 超エルミート曲面のニュートラル版

の幾何学 
（B） 自己双対ニュートラル計量の幾何学 
（C） 不定値端的ケーラー計量とそのアイ

ソトロピック版の幾何学 
（D） 四元数 CR 幾何学 
特に、これらのテーマについて、幾つかの予
想される研究の進展があれば、真に新しい研
究対象が得られることが期待されていた。 
 
３．研究の方法 
 研究目的において触れたとおり、ニュート
ラル計量や後述するニュートラル構造およ
びそれらの共形構造と、複素構造や四元数類
似構造などの関連する他の幾何構造に対す
る具体的なテーマ（A）,（B）,（C）,（D）
を設定して、研究に取り組んだ。これらのテ
ーマは、幾何学全般（微分幾何学、複素幾何
学、位相幾何学）、複素解析学、数理物理学
に関連があり、これらの分野で得られている
結果で本研究に関係するものについて、情報、

資料、文献を入手し、議論やアイディアにつ
いて、本研究に利用できるかどうか検討した。
また、必要に応じて連携研究者と研究打合せ
を行い、研究テーマに関係がありそうな研究
集会に参加し、講演や参加者との意見交換を
通じて、研究推進のためのヒントとなる情報
の収集や、研究の方向性の確認を行った。 
 
４．研究成果 
 以下では、本研究で得られた成果について、
論文や口頭発表によって公表した結果の他
に、今後の研究につながる課題なども含めて、 
研究目的で触れた各テーマ（A）（B）（C）（D）
毎に報告する。 
 
(A) について： 
 コンパクト超エルミート曲面は局所共形
的超ケーラーであり、それらが超ケーラー複
素トーラス、超ケーラーK3 曲面、超エルミー
ト・ホップ曲面のいずれかに共形的であると
いうボイヤーの定理が知られている。そこで、
自然な問いかけとして、そのニュートラル版
の考察を、申請当初、問題としてあげていた。 
しかしながら、ダビドフ・グランチャロフ・
ムシュカロフ・ヨトフは、2012 年の論文にお
いて、パラ超ケーラー構造（複素曲面上の超
ケーラー構造のニュートラル版）を変形する
ことにより、局所共形的パラ超ケーラーでな
いパラ超エルミート構造を複素トーラス上
に構成した。さらにコンパクト局所共形パラ
超ケーラー曲面の分類定理などが得られて
いる。当初の問題については、正定値の場合
と違い、局所共形的パラ超ケーラーでないコ
ンパクトパラ超エルミート曲面の存在が示
されたが、このことから、こうした構造を許
容するコンパクト複素曲面の分類問題が想
起される。特に、K3 曲面上には、局所共形的
パラ超ケーラー構造は存在しないが、パラ超
エルミート構造の存在は不明であり、興味深
い今後の課題である。 
 一方、同論文中にあるパラ超エルミート構
造の変形に関する別の結果については、議論
に不十分な点が見つかった。このようなとき、
議論が不十分でも適当に修正すれば結果が
正しい場合と、そもそも結果が間違っている
場合の両方の可能性がある。まずは議論の修
正を試みたがうまくいかなかった。少なくと
も論文中の議論が正しくないことは確認で
きたが、反例についての手がかりもなく、結
局、結果の主張そのものの真偽については、
現時点でも不明である。 
 また、ダビドフ他は、ある種の井上曲面や
超楕円曲面上のパラ超複素構造で、これに適
合するニュートラル計量が存在しない例を
与えた。これらは、ニュートラル計量ではな
く、局所的なニュートラル計量の族を-１倍
の不定性を許して貼り合わせて得られる「ニ
ュートラル構造」（neutral structure）の例
を与える。超楕円曲面の例については、ニュ
ートラル計量の変形と同様にして、非自明か



つ具体的なニュートラル構造の変形を持つ
ことが分かった（未発表）。しかし、井上曲
面上のニュートラル構造の例については、そ
のような変形が存在するかどうかは不明で
ある。 
 
（B）と（C）について： 
 ルブラン・メイソンによるツイスター対応
については、中田文憲氏（連携研究者）の積
極的な講演等の研究活動により、日本国内で
もかなり認知されてきている。こうした機会
に積極的に参加し、最近のルブラン・メイソ
ン型のツイスター対応に関する結果などの
情報収集を行ったが、研究の本質的な進展は
見られなかった。 
 また、不定値端的ケーラー計量とそのアイ
ソトロピック版についても、資料・情報の収
集を行ったが、研究の本質的な進展は見られ
なかった。端的ケーラー計量（あるいは定ス
カラー曲率ケーラー計量）については、正定
値の場合に多くの結果が得られており、それ
らのニュートラル版の（適当な修正のもとで
の）成否については、今後の課題として残さ
れている。 
 
（D）について： 
 CR 構造が複素多様体内の実超曲面が自然
に許容する幾何構造である。研究代表者と納
谷信氏（連携研究者）は、論文②において、
CR 構造の四元数類似として、四元数多様体の
実超曲面をモデルとする幾何構造（以下、四
元数 CR 構造(quaternionic CR structure)と
呼ぶ）を提案し、その基本的事項を考察した。
例えば、四元数 CR 構造をもつ多様体（四元
数 CR 多様体）については、強擬凸性のもと
で、考えている四元数 CR 構造に適合する
CSp(n)Sp(1)構造が定まり、より強い超擬凸
性（ultra pseudoconvexity）のもとでは、
適合する四元数擬エルミート構造（すなわち
Sp(n)Sp(1)構造への簡約）を選ぶ毎に、標準
的な接続（CR構造に対する田中・ウェブスタ
ー接続の類似物）が存在することが示されて
いる。論文①では、この標準接続を用いるこ
とにより、ツイスター空間と呼ばれる超擬凸
四元数 CR 多様体上に自然に定まる２次元球
面束上に、トートロジカルに定義される概 CR
構造（以下、ツイスター概 CR 構造という）
の well-defined 性（つまり、四元数擬エル
ミート構造の選び方に対して依存しないか
どうか）や、その積分可能性（つまり、通常
の意味の CR 構造であるかどうか）について
考察した。 
 ここで、四元数 CR 構造の積分可能性につ
いては、いろいろと変遷があったことに注意
する。論文②より以前は、四元数 CR 構造を
定める局所構造として、CR構造（積分可能な
概 CR 構造）の 3 つ組を用いていたが、それ
では四元数多様体の実超曲面では一般に成
立が期待・確認できないことから、論文②で
は、用いる局所構造が満たす条件を大幅に緩

和し、四元数 CR 構造に対するレビ形式が、
付随する GL(n,H)Sp(1)-構造で不変になるよ
うな必要最低限の積分可能性を定義の中で
仮定した。それにより、四元数多様体の任意
の実超曲面に対して四元数 CR 構造が定まる
こととなった。しかしながら、論文②の積分
可能性では、ツイスター空間上の概 CR 構造
に対する well-defined 性や積分可能性につ
いて、議論がなかなか進まない状況が続き、
改めてモデルである四元数多様体の実曲面
の場合を観察したところ、我々が仮定してい
た条件よりも強い条件を満たしていること
がわかった。そこで論文①では、論文②で仮
定した積分可能性よりも強い条件（論文①の
中で「強積分可能性」と呼んでいる）を仮定
し次の結果を得た： 
 
定理 超擬凸四元数 CR 多様体が強積分可能
であるとき、ツイスター概 CR 構造は、四元
数擬エルミート構造の選び方によらず
well-defined であり、かつ部分的積分可能で
ある（ただし四元数 CR 多様体の次元は７よ
り大きいとする）。 
 
 なお、CR 構造の四元数類似は、本報告で扱
っている四元数 CR 構造以外にも種々のもの
がある（例えば、概接触 3-構造、佐々木 3-
構造、ビカールの意味の四元数接触構造
（quaternionic contact structure）、アレ
フセーフスキー・神島の意味の四元数 CR 構
造など）。論文②では、ビカールの意味の四
元数接触構造と、四元数 CR 構造の差異や相
互関係についても考察している。例えば、四
元数接触構造と四元数 CR 構造が共通の
GL(n,H)Sp(1)構造を持つための条件を得た。
応用として、四元数接触構造と共通の
GL(n,H)Sp(1)構造を持たない四元数 CR 構造
の具体例を与えることができる（例えば,四
元数ベクトル空間内の実超曲面として定ま
る一般の楕円面上の四元数 CR 構造や、四元
数ハイゼンベルグ群の変形として得られる
四元数 CR 構造など）。 
 また、ビカールの意味の四元数接触構造に
対して、横断的 3-平面場の選択に応じて四元
数 CR 構造が定まる。特に、標準的な横断的
3-平面場として（四元数接触構造に対する）
レーブ場で張られるものを選ぶと、対応する
四元数 CR 構造は、論文①の意味の強積分可
能性を満たすことが示される（論文①）。 
 ツイスター概 CR 構造の積分可能性につい
ては、先の定理のとおり、部分的積分可能で
あることまではわかっている。ツイスター概
CR 構造に対するナイエンハウス・テンソル
について、垂直成分、水平成分に分け、さら
に水平成分を 2 つの部分に分けて計算を試み
たところ、ナイエンハウス・テンソルの部分
的な消滅は示されたが、標準接続の曲率が現
れる部分の計算が複雑であり、研究期間内に
ツイスター概 CR 構造の真の積分可能性を示
すことはできなかった。改めて実超曲面の例



を観察したところでは、論文①で仮定した強
積分可能性よりもさらに強い条件の必要性
が示唆されている。（なお、2015 年度の実績
報告書では、論文①を図書として報告した
（doi: 10.1142/9789814719780_0006）。） 
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