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研究成果の概要（和文）：３次元球面内のガウス曲率が１未満の曲面に対し、ガウス曲率が一定であることが法ガウス
写像の調和性で特徴づけられることを証明した。ガウス曲率が一定で１未満（ただし0でない）の曲面のループ群論的
構成法を与えた。とくにガウス曲率が負の曲面と正で１未満の曲面を同時に構成することに成功した。また３次元双曲
空間内のガウス曲率が一定で－１より大きく0未満の曲面に対してもループ群論的構成法を与えた。
　スピン幾何とループ群論を組み合わせることにより、３次元ハイゼンベルグ群の極小曲面に対するループ群論的構成
法を確立することに成功した。この構成法を用いて新しい極小曲面の例を与えた。

研究成果の概要（英文）：We showed that constancy of Gauss curvature of surfaces (of Gauss curvature less 
than 1) in the 3-sphere is characterized by the harmonicity of normal Gauss map. Based on this 
characterization, we established a loop group method for constructing negative constant Gauss curvature 
surfaces and surfaces of constant positive Gauss curvature (less than 1) in the 3-sphere simultaneously. 
We also obtain a loop group method for constructing surfaces of constant negative Gauss curvature 
(greather than -1) in hyperbolic 3-space. By combining spin geometry and loop group theory , we 
established a loop group method for constructing minimal surfaces in the 3-dimensional Heisenberg group. 
As an application, we give some new examples of minimal surfaces in the Heisenberg group.

研究分野： 幾何学

キーワード： ループ群　スピン幾何　曲面　調和写像　DPW法
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１．研究開始当初の背景 
 (1)３次元ユークリッド空間内の曲面に対  
し、その平均曲率の定値性はガウス写像（単
位法線場）が調和写像であるという性質で特
徴づけられる(調和写像は, エネルギー汎関
数の停留点として定義される幾何学的変分
問題の解である)。ガウス写像が 2 次元球面
に値をもつ調和写像である事実に基づき、 
Dorfmeister, Pedit, Wu の 3 氏により 3次元
ユークリッド空間内の平均曲率一定曲面に
対する「ループ群論的ワイエルシュトラウス
構成法」が与えられた(1998)。この方法は現
在「DPW 法」とよばれ「平均曲率一定曲面の
微分幾何学」の中核である（引用文献①）。 
 ２次元球面は、コンパクト・リーマン対称
空間の典型例である。DPW 法は元来、リーマ
ン面を定義域とし、コンパクト・リーマン対
称空間に値をもつ調和写像の構成をループ
群論を用いて与える理論である。DPW 法の理
論では「像空間が、リーマン対称空間である
こと」が本質的であり対称空間でない等質空
間に値をもつ調和写像への拡張は困難であ
り進展してこなかった。 
  (2)３次元双曲空間においては、平均曲率
一定曲面の性質や挙動は平均曲率の値によ
り著しく異なる。平均曲率の値が１より大き
い場合は3次元ユークリッド空間内の平均曲
率一定曲面に対するDPW法を移植することが
できる。また平均曲率の値が１の場合は３次
元ユークリッド空間の極小曲面に対する 
「ワイエルシュトラス・エンネッパー表現公
式」の類似である表現公式が得られている。 
 残された場合（平均曲率が１未満の平均曲
率一定曲面）は３次元ユークリッド空間ある
いは３次元球面内に対応物が存在しない双
曲幾何特有の曲面である。３次元双曲幾何学
の観点からは最も興味深い研究対象である
が DPW 法を適用することはできない。  
 前研究課題(基盤研究(C) 18540068 および
21540067)において、本研究者は「平均曲率
一定曲面」と「実等質空間 SL(2,C)/U(1)への
（特殊な）調和写像」との全単射対応を発見
した。この５次元等質空間は対称空間ではな
いが、この空間 への 調和写像の構成法 を
与えることに成功し、極小曲面を含む平均曲
率一定曲面の構成法 (新 DPW 法) を与える
ことに成功した。この新 DPW 法により ３次
元双曲空間内の新たな平均曲率一定曲面の
構 成に成功した (J.F.Dorfmeister 氏,小
林真平氏との共著論文として発表、引用文献
②)。 
  (3)新 DPW 法の確立のために開発した 「リ
ーマン面で定義され対称空間でない等質空
間に値をもつ調和 写像の構成法」 に関する
研究成果が以下に挙げるクラスの曲面に適
用可能であることが判明した。 
 ①３次元双曲空間内のガウス曲率が負で
一定で −1 より大きい曲面は当初、自明な例 
(柱面) と回転面しか知られていなかった。
完備な例の存在が Rosenberg 氏と Spruck 

氏によって証明された (1994)が、具体的な
構成法は 長く開発されないままであった。
本研究者はこのクラスの曲面に対して、ルー
プ群論的アプローチの 前提となる条件「平
坦接続の１径数族の存在」(零曲率表示) か
満たされることを証明した。 
  ②Thurston 氏による３次元幾何学のモデ
ル空間 (定曲率でない５種類の空間) にお
いて、「曲面の構成法」は（その重要さにも関
わらず）長く手付かずの状態であった。極小
曲面に限っても、いまなお強力な構成法は知
られていない。本研究者が以前に得た３次元
ハイゼンベルグ群（冪零リー群 Nil）内の極
小曲面に対する積分表示公式」に「曲面の構
造方程式のスピン幾何学的表現」を組み合
わせることで、３次元ハイゼンベルグ群（冪
零リー群 Nil） の極小曲面に対する零曲率
表示の存在することが判明した。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では、前研究課題(基盤研究(C) 
21540067)において新 DPW 法の確立のために
開発したループ群論に関する種々の技術を
発展させ、３次元球面と３次元双曲空間内の
ガウス曲率一定曲面の構成法を与えること、
およびスピン幾何を組み合わせることによ
り３次元ハイゼンベルグ群内の極小曲面の
構成法を与えることを主要な目的とした。 
  (1)３次元球面および３次元双曲空間内の
曲面に対し、適切なガウス写像の概念を導入
する。すなわち「ガウス曲率が一定」という
性質が「ガウス写像の調和性」で特徴づけら
れるようなガウス写像を定式化する。この特
徴づけを基礎としループ群論的構成法を確
立する。 
  (2)スピン幾何・接触幾何の観点から３次
元球面および３次元ハイゼンベルグ群に関
する研究成果を再検討し、他の微分幾何学的
問題・ソリトン方程式へ応用することも目的
とした。 
 
３．研究の方法 
  (1)３次元球面は特殊ユニタリー群 SU(2)
に両側不変リーマン計量を与えたものと同
一視される。リー群構造を利用して、３次元
球面内の曲面に対し、法ガウス写像の概念を
導入する。法ガウス写像と他の（これまでに
知られている）ガウス写像との関係を詳しく 
調べ、法ガウス写像から曲面を復元する方法、 
法ガウス写像をループ群論を用いて構成す
る方法を考察する。この研究過程を通じて、
３次元球面と3次元双曲空間とを比較対照し
３次元双曲空間内のガウス曲率一定曲面の
構成法確立を目指す。 
  (2)新 DPW 法では３次元双曲空間をリーマ
ン対称空間 SL(2,C)/SU(2)として表示し
SL(2,C)のループ群を用いている。一方、３
次元双曲空間は SL(2,C)の可解部分群と同一
視できる。この事実に着目し、新 DPW 法を他
の「３次元リー群」内の極小曲面に対して拡
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張することを考察する。具体的には３次元冪
零リー群（ハイゼンベルグ群）内の極小曲面
を対象とする。 
 
４．研究成果 
  (1) David Brander 氏（デンマーク工科大
学）・小林真平氏（北海道大学）と共同研究
を行い３次元球面内のガウス曲率一定曲面
に対するループ群論的構成法を確立した。 
３次元球面を特殊ユニタリ群 SU(2)に両側不
変リーマン計量を与えたものと同一視する。
SU(2)のリー群構造を用いて SU(2)内の曲面
の単位法ベクトル場を原点（単位元）に引き
戻すことで２次元球面に値をもつ写像（法ガ
ウス写像）を得る。ガウス曲率が１未満であ
るとき第二基本形式は曲面上にローレンツ
面の構造（共形構造）を与える。この共形構 
造に関し法ガウス写像が（ローレンツ）調和
であるための必要十分条件はガウス曲率が
一定であることを証明した（ルー・ヴィルム
ス型定理）。ルー・ヴィルムス型定理を出発
点としガウス曲率が一定で１未満（ただし 0
でない）の曲面のループ群論的構成法を与え
た。とくにガウス曲率が負の曲面と正で１未
満の曲面を同時に構成することができるこ
とは特筆すべき点である。さらにガウス曲率
を0および１に近づける極限操作も考察した。
これらの成果を Brander 氏、小林氏との共著
論文②として発表した。また学会発表③,④
で発表した。 
  (2)Josef Dorfmeister 氏（ドイツ・ミュン
ヘン工科大学）・小林真平氏（北海道大学）
と共同研究を行い, 以下の成果を得た。 
 ①３次元ハイゼンベルグ群内の曲面に対
し、（研究成果(1)で３次元球面内の曲面に対
し導入した）法ガウス写像を双曲平面に値を
もつように改変し極小性を法ガウス写像の
調和性で特徴づけた。この特徴づけを出発点
としハイゼンベルグ群の極小曲面に対する
ループ群論的構成法を考察した。今までルー
プ群論的構成法が確立された３次元空間は
すべて定曲率空間であり、等長変換群が最大
次元６をもつ。等長変換群はガウス写像の像
空間の等長変換群でもある。ハイゼンベルグ
群の等長変換群は４次元(ハイゼンベルグ群
自身による平行移動と1次元の回転)であり、
法ガウス写像の像空間である双曲平面の等
長変換群 SU(1,1)はハイゼンベルグ群の等
長変換群とは直接の関係がない。したがって
双曲平面への調和写像にDPW法を適用しても
直ちに極小曲面を得ることはできない。曲面
のスピン構造を利用して、極小曲面の位置ベ
クトル場を得る公式（Sym 型公式）を得るこ
とでこの問題点を克服した。 
 ②この構成法を用いて当新しい極小曲面
を与えた（螺旋面のスペクトル変形）。 
これらの成果は論文Dorfmeister氏, 小林氏
との共著論文①として発表した。また学会発
表⑤,⑥,⑦,⑨,⑪(論文⑩)において口頭発
表を行った。 

  (3) 研究成果(2)で得られた結果と前研究
課題（基盤研究(C) 21540067）で得た新 DPW
法を組み合わせることにより３次元双曲空
間内のガウス曲率が負で一定で-1 より大き
い曲面に対するループ群論的構成法を得た
（論文を準備中）。 
(4) 研究成果(1)〜(3)において適切なガウ
ス写像の概念を導入することが出発点であ
った。一般の3次元等質空間内の曲面に対し、 
接ガウス写像(tangential Gauss map)が調和
写像となるための必要十分を Van der Veken
氏（ルーバン大学）との共同研究で求めた。 
定曲率でない等質空間においては平均曲率
一定かつ接ガウス写像が調和である曲面は 
限定されることを証明した。雑誌論文④とし
て発表した。 
(5)３次元球面およびハイゼンベルグ群はと
もに３次元リー群であることに着目し研究
成果(1)と(2)を「リー群に値をもつ調和写
像」の観点から再検討を行った。両側不変計
量を備えたコンパクト半単純リー群に値を
もつ調和写像に関しては Uhlenbeck 氏と
Segal 氏による構成理論が確立されているが 
この理論においては計量の両側不変性が本
質的であり、一般のリー群への一般化はでき
ない（ハイゼンベルグ群も該当する）。調和
写像の方程式はリー群から計量を捨象し、不
変接続を用いても意味をもつことに着目し
た。中立接続とよばれる不変接続に関する調
和写像は零曲率表示をみたし、ループ群論的
構成法が確立できることを証明した。像空間
であるリー群がコンパクト半単純で両側不
変計量を与えた場合はUhlenbeck-Segal理論
を復元する。したがって Uhlenbeck-Segal 理
論のひとつの一般化に成功したと言える。
Dorfmeister 氏・小林真平氏との共著論文と
して発表する予定である。 
(6)ガウス曲率一定曲面のループ群論的構成
を数値解析的観点から理解するために、曲線
及び曲面の離散化を行う事が有効である。 
 ①この観点から捩率一定空間曲線の離散
化を梶原健司氏（九州大学）・松浦望氏（福
岡大学）・太田泰広氏（神戸大学）と共同で
研究し、 離散化された空間曲線（差分空間
曲線）のタウ関数による具体的表現を与えた。
この成果は４人の共著論文（雑誌論文○3）と
して発表した。  
 ② Bao-Feng Feng 氏（テキサス大学）、梶
原健司氏、丸野健一氏（早稲田大学）と共同
研究を行い、以前に得ていた「差分 mKdV 方
程式の解から定まる差分平面曲面の運動」を
介して Dym 方程式の離散化を導出した。この
成果は Feng 氏、梶原氏, 丸野氏との共著論
文（雑誌論文⑨）として発表した。 
以上①,②の成果は学会発表⑧,⑩において
も発表した。 
 ③これまで離散曲線の研究に関しては、離
散曲線の時間発展を考えることが主であり、
離散曲線そのものについての研究が少ない。 
加藤慎也氏（山形大学）との共同研究を行い、
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加藤慎也氏（山形大学大学院）との共同研究
で、基本的な平面曲線であるハイポサイクロ
イドの離散化を考察した。 この成果は学会
発①で発表した。  
(7)サーストン幾何学における８つのモデル
空間はすべて３次元等質概接触リーマン空
間である。Sol とよばれる空間以外はすべて
正規(normal)という性質をもつ。特に 3次元
球面およびハイゼンベルグ群はともに等質
正規接触多様体（佐々木空間形）である。（一
般の）３次元等質空間内の曲線と曲面の微分
幾何を展開するために、研究指針となる具体
例を豊富に得ておく必要がある。 
 ①Ji-Eun Lee 氏（韓国・全南大学）と共同
研究を行い、これらの空間内の概接触曲線で
特別な性質をもつ例の研究を行った（雑誌論
文⑧,⑪として発表した。また⑥でも報告し
た）。 
 ②概接触曲線の研究過程で得た常微分方
程式の解法が２次元定曲率リーマン多様体
内の重極小曲線(biminimal curve)の分類に
応用可能であることが判明した。そこで論文
⑫において Ji-Eun Lee 氏と２次元球面およ
び双曲平面内の重極小曲線を分類し、ヤコビ
の楕円関数を用いた具体的表示式を与えた。 
 ③古典的な静磁場に関する荷電粒子の運
動は, 一般のリーマン多様体に自然に拡張
できる（磁場は閉２次微分形式として定義さ
れる）。測地線の方程式に磁場の作用を受け
た項が添加されたものとして荷電粒子の軌
道方程式が導かれる。Marian Ioan Munteanu
氏（ヤシ大学）との共同研究で３次元ベルジ
ェ球の標準的接触構造から誘導される磁場
について閉軌道の分類を行った。（共著論文
を準備中）。またこの研究過程において定義
域を１次元から一般次元に拡張する可能性
が見いだされた。Munteanu 氏と共同研究を継
続し、ベクトル場を指定したリーマン多様体
から磁場を指定したリーマン多様体への写
像に対し、磁場をもつ調和写像(magnetic 
map)の概念を導入し, その偏微分方程式を
導出した。さらにいくつかの基本的具体例を
構成した。この成果は雑誌論文⑦として発表
した。 
 (8)リーマン多様体の間の調和写像のひと
つの一般化として重調和写像(biharmonic 
map)の概念が提起され研究が進展している。 
像空間が正曲率の場合については球面・複素
射影空間・四元数射影空間およびベルジェ球
（佐々木空間形）の場合に重調和部分多様体
の例が知られている。これら以外の正曲率空
間の場合に重調和部分多様体の例は知られ
ていなかった。いくつかのコンパクト既約リ
ーマン対称空間内の等質超曲面で重調和で
あるものを分類した。とくに階数１の既約リ
ーマン対称空間の等質実超曲面で重調和で
あるものの分類を完了した。この成果は学会
発表②で成果発表を行った。笹原徹氏（八戸
工業大学）との共著論文を準備中である。 
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