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研究成果の概要（和文）：３次元球面内の双曲的結び目(knot)に沿うデーン手術(Dehn surgery)で双曲的ではな
い３次元多様体が生じる現象は「例外的手術」と呼ばれ、低次元多様体論の研究課題である。本研究は、例外的
手術を利用して特殊な性質をもつ４次元多様体を構成できないか、という発想で研究を進めている。主な成果は
次の３つ：異なるknotから同じレンズ空間が生じる組についての研究を進めた。Mazur linkに沿う例外的手術の
「地理学的考察」を提案した。2000年代(～2010)に登場し急発展した Heegaard Floer homology にも取り組
み、研究集会を開催した。

研究成果の概要（英文）：Phenomenon that a Dehn surgery along a hyperbolic knot in the 3-sphere 
yields a non-hyperbolic manifold is called "exceptional surgery" and is a subject in the topology of
 low-dimensional manifolds. We are interested in construction of curious 4-manifold of great 
interest, related to exceptional surgeries. Results are: (1) Study on pairs of distinct knots that 
yield the same lens spaces. (2) Study on exceptional Dehn surgeries along the Mazur link, and its 
generalization, from the view point of "geography". (3) Held a workshop "Differential Topology 17", 
on Heegaard Floer holmology. Here, Heegaard Floer (HF) is a new theory, appeared and quickly 
developed in 2000-2010.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 多様体　４次元多様体　３次元多様体　デーン手術　レンズ空間　枠付き絡み目　カービー計算

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
 筆者は学生時代から、低次元（つまり３・
４次元）のトポロジー、特に手術(surgery)
による多様体の変化の研究を続けている。
この分野では、結び目(knot)の現象とその
多様性が中心的な役割を果たす。 
 その構想の下で、筆者は「例外的手術
(exceptional surgery)」に注目する。これ
は、結び目が双曲的であってもデーン手術
によって双曲的でない３次元多様体が生じ
得る（いわば奇妙な）現象である。この現
象を“＋１次元”つまり４次元多様体に関
連づけるのが筆者独自の研究である。 
 例外的手術の中でも、特にレンズ空間が
生じる場合を「レンズ空間手術」という。
研究開始の時点で、筆者は既知のレンズ空
間手術の一部の knot が、特異点論のもとで
N.A'Campo 氏によって定義された divide 
knot として曲線表示できることを示し、表
示の規則性を見出していた。本研究は、そ
の規則性の一般化を目標の１つとしていた。
レンズ空間手術を生じる（３種類の、多様
な）knot 達の構成を分析し、名称を決めた
ことは、現在に至る研究の核になっている。 
 一方、研究分野では 2000 年代(〜2010)に
登場した Heegaard Floer homology 理論(以
下、簡便のためＨＦと表す)が発展して多く
の事実が解明された。後述の J.Greene 氏の
結果もその１つである。しかし、レンズ空
間手術の本来の目標（knot の分類）はまだ
解決していない。そこで、筆者は異なる knot
から同じレンズ空間が生じる現象に興味を
持ち、丹下基生氏（筑波大）と共同研究を
開始し、最も簡単な(torus knots の)場合を
調べてこの課題の基礎をまとめた。しかし、
そこから先こそが例外的手術理論の核心で
あると感じていた。 
 
 
２．研究の目的 
 低次元多様体論として発展した「例外的手
術」の分野に実４次元多様体論の視点か
ら例外的手術の“しくみ”を解明するこ
と、そして、それを利用して特殊な性
質を持つ４次元多様体の構成を試みる
こと、この２つが本研究の研究目的で
ある。 
 研究期間の前半ではまず、２つの共著論
文の仕上げに取り組んだ。丹下氏との共著
論文は、異なる knot から同じレンズ空間が
生じる現象の追究、門上晃久氏との共同研
究はトーション不変量のレンズ空間手術へ
の応用である。個人では、レンズ空間手術
の３種類のうち最も稀少な族の divide 
knot 表示を考察した。この頃、当該分野に
大きな展開があった。J.Greene 氏の「レン
ズ空間実現問題(2013)：レンズ空間手術で
生じるレンズ空間、および knot のＨＦは既
知のものに限られる」である。ＨＦ理論の
発展を気にかけながらの研究展開となった。 

 丹下氏との共著論文は望外に反応がよかっ
たので、自信をもって続編に取り組んだ。最初
の共著論文はあくまでも基礎固めに過ぎず、例
外的手術理論の枠組みでは、続編以降こそが核
心である。研究期間を計画より１年間延長した
理由は、この論文を完成させて１区切りとする
意図があった。 
 後半には、新たな研究展開があった。2014
年１１月の K.Baker 氏の来日を機に、Mazur 
link（下図）とその拡張族に沿うレンズ空間手
術を考察した。その後、蒲谷祐一氏（当時、数
理研）の指摘を受けて Minimally Twisted 4 
chain link に関する結果を利用し、それらの
例外的手術をすべて調べて「地理的考察」を提
案した。  
 最終年度には、自らもＨＦ理論に取り組み、
changemaker（直訳：両替商）の概念を勉強し、
トーラス結び目の場合にはディバイド表示と
直接的な関係があることを指摘した。 

 
図：the Mazur link 

 
 
３．研究の方法 
 数学では、論文や講演による成果報告と研究
集会での研究の情報交換が大切である。 
 
(1) 本研究期間中に、海外の国際研究集会２件 
に参加した。 
① 2013 年に国際研究集会"Geometry and 
topology of smooth 4-manifolds"（ドイツ Max 
Planck Institute）。J .Greene 氏との意思疎
通は特に刺激的だった。 
② 2014 年に韓国ソウルで国際数学者会議が
開催された。筆者は予定通り、サテライト集会
（釜山）に参加し、丹下氏との共同研究の成果
を講演した。 
 
(2) 海外の研究者４名の講演を含む研究集会
「微分トポロジー'17」を本務先（電気通信大）
で開催した。丹下基生氏（筑波大）、安部哲哉
氏（当時、大阪市立大）との共催。ＨＦ理論の
多面的な成果の集積・報告を目的とした。本務
先での研究集会開催、海外からの研究者の招聘、
どちらも初体験で、戸惑いながら任務にあたっ
た。 
 
(3) 日本・韓国・中国で巡回して開催している
「East Asian School of Knots and Related 
Topics」に協力した。2015年度（11th 大阪市
立大）には招待講演を引き受けた。2016年度
（12th 東大）には現地世話人を務めた。 

 



(4) 毎年夏に開かれるトポロジーシンポジウ
ム、関西と東京で開かれる結び目論と低次元多
様体論の研究集会、広島大あるいは大阪市立大
で開催された４次元多様体論の研究集会など
に参加して最先端の情報を交換した。 
 
(5) 丹下氏と安部氏が運営している勉強会
「ハンドルセミナー」（会場は東工大）に
ほぼ毎回参加し、自ら講演を５回行った。 
この地道な活動が、上記(2)の研究集会に繋
がっている。 
 
(6) 計算機、ソフトウェアなどＩＴ環境を整
備して研究の本質的な部分に集中すること
ができた。出張先で、より効果的な情報交換
が可能となった。昨今、幾何の分野でも計算
機を利用することが多い。また、幾何学の論
文・講演資料として、ソフトウェアを用いて
正確でわかりやすい図を描くことは、読者や
聴衆の理解を大いに助ける。 
 
(7) 筆者の所属大学は2010年に大きな改組
があったが、2016 年にも改組が行われた。
会計方法の変更、計算機環境の安全性強化
などの雑務で研究時間が減った時期があっ
た。それらは研究申請時(2011 年)には想定
し得ない事情であった。単独研究は後まわ
しにし、共同研究者には仕事が遅くなって
迷惑をかけたが、逆に励まされ、辛うじて
研究活動を続けることができた。 
 
 
４．研究成果 
(1) ２０１２年度（１年目 初年度） 
① レンズ空間手術の中で最も稀少な族の
divide knot 表示を考察した。論文を執筆・
投稿し、秋の数学会（九州大）と東北結び目
セミナーで講演した。 
 
② 丹下基生氏との共著論文が学術誌に掲載
された。続編の紹介も含めて研究集会「４次
元トポロジー」で講演した。 
 
③ 門上晃久氏（当時、華東師範大学（中国））
との共著論文（S^1×S^2からのレンズ空間手
術に Torsion 理論を適用）が掲載内定となっ
た。仕上げ時に新たな工夫ができた。 
 
④ 研究分担者 山口耕平氏は、実射影空間
から実（あるいは複素）射影空間への連続
写像全体のなす写像空間を（ホモトピー型
の意味で）多項式で表現される代数的写像
のなす有限次元空間でどれくらい近似でき
るか（Atiyah=Jones 予想）関連の研究とそ
の応用を研究した。 
 
(2)２０１３年度（２年目） 
① 門上氏との共著論文が学術誌に掲載さ
れた。最終的な見直しの機会が２回与えら
れた。 

② 国際研究集会"Geometry and topology of 
smooth 4-manifolds"（ドイツ Max Planck 
Institute）に参加して貴重な情報交換を行っ
た。J .Greene 氏との意思疎通は特に刺激的だ
った。 
 
③ 丹下氏との共著論文（(1)の②）が掲載誌の
Top20 アクセスに挙った。続編にあたる研究を
開始した。 
 
④ 研究分担者 山口氏は、Xが compact toric 
smooth toric variety のときに、無限次元の
写像空間 Map(RP^m,X)を代数的写像のなす有
限次元空間 Alg(RP^m,X)でどの程度までホモ
トピー型が近似できるかという問題（「ホモト
ピー型近似問題」と呼ぶ）について、A. 
Kozlowski 氏 (ワルシャワ大学)、大野真裕氏
(電気通信大)と共同研究を行った。 
 
(3)２０１４年度（３年目） 
① 丹下氏との共同研究果の続編を、海外（釜
山）と国内の研究集会「４次元のトポロジー」
（大阪市大）で講演した。 
 
② Mazur link と Akbuklut-Yasui link に沿う
レンズ空間手術について、研究集会「多様体の
トポロジーの展望」（東大）と「微分トポロジ
ー15」（京大）で講演した。 
 
③ 丹下氏と安部哲哉氏（当時、東工大）が運
営している「ハンドルセミナー」（会場は東工
大）にほぼ毎回参加し、講演を３回行った。 
 
④ 丹下氏、安部氏と研究集会「微分トポロジ
ー'15」（京都大）を開催した。３日間で講演
数１０。 
 
⑤ 研究分担者 山口氏は、実代数多様体 M,N
に対して、多項式で表現される Mから Nへの代
数的写像（正則写像）のなす空間 Alg(M,N)に
よる、対応する連続写像全体のなす無限次元空
間 Map(M,N)のホモトピー型近似問題
（Atiyah-Jones-Segal 型予想）を研究した。 
 
(4) ２０１５年度（４年目 計画は最終年度） 
① Mazur link と Akbulut-Yasui link につい
て蒲谷祐一氏（当時、数理研）の指摘を完遂し
た：Minimally Twisted 4 chain link に関す
る結果を利用して例外的手術をすべて分類し、
「地理的考察」を提案した。この成果を国際集
会（開催地は阪市大）の招待講演で講演した他、
学習院大、研究集会「４次元トポロジー」、「瀬
戸内結び目セミナー」で講演した。 
 
② これまでの研究全体の survey をトポロジ
ー火曜セミナー（東大数理）で講演した。 
 
③丹下氏、安部氏と研究集会「微分トポロジー
'16」（筑波大）を開催した。３日間で講演数
１０。 



④丹下氏が運営している「ハンドルセミナ
ー」に毎回参加し、講演を１回行った。 
 
⑤ 研究分担者 山口氏は、複素多様体 Mか
ら Nへの連続写像全体のなす無現次元の写
像空間 Map(M,N)の、多項式で表現される代
数的写像のなす有限次元部分空間 
Hol(M,N)によるホモトピー型近似問題につ
いて、研究を継続した。 
 
(5) ２０１６年度（５年目 期間延長による
最終年度） 
① レンズ空間手術に役立つ changemaker
（直訳：両替商）の概念を解説し、トーラス
結び目の場合にはディバイド表示と直接的
な関係がある、との指摘を「瀬戸内結び目セ
ミナー」で講演した。 
 
② 日本・韓国・中国で巡回して開催してい
る「The 12th East Asian School of Knots and 
Related Topics」（東大）の現地世話人を務
めた。 
 
③ 丹下氏が運営している「ハンドルセミナ
ー」に毎回参加し、自らも講演を１回行った。 
 
④ 丹下氏、安部氏と研究集会「微分トポロ
ジー'17」（電気通信大）を開催した。４日
間で講演数１７。初日のみ日本語による勉強
会。海外からの講演者が４名。 
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