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研究成果の概要（和文）：3次元トポロジーと関連する代数についてのいくつかのトピックスについて研究を行った。
T.Widmer氏と共同で、3次元多様体の中のヌルホモトピックおよびヌルホモロガスな枠付き絡み目のKirby計算について
研究した。A.Beliakova氏、Z.Guliyev氏、A.D.Lauda氏、B.Webster氏、M.Zivkovic氏らと共同で、量子群の圏化(特に
リボン元、トレース、pivotal構造)について研究した。T.Q.T.Le氏と共同で、各有限次元複素単純リー代数gに対して
、整係数ホモロジー3球面の種々の１のべき根における量子g不変量を統一する不変量を構成した。

研究成果の概要（英文）：I studied several topics on 3-dimensional topology and related algebra.
Jointly with T. Widmer, I studied Kirby calculus for null-homotopic framed links and null-homologous 
framed links in 3-manifolds. Jointly with A. Beliakova, Z. Guliyev, A. D. Lauda, B. Webster and M. 
Zivkovic, I studied categorified quantum groups, in particular the ribbon element, the traces and the 
pivotal structure. Jointly with T. Q. T. Le, for each finite dimensional complex simple Lie algebra g, I 
constructed an invariant of integral homology 3-spheres which unify the quantum g invariants at various 
roots of unity.

研究分野：低次元トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
絡み目の Jones 多項式や 3 次元多様体の
Witten-Reshetikhin-Turaev不変量が導入さ
れて以来、絡み目と 3次元多様体の代数的な
研究が活発に行われている。これらの研究に
おいて最も適した枠組みは圏論的なもので
あると筆者は考えている。たとえば、さまざ
まな量子不変量の中でもっとも重要なもの
の ひ と つ で あ る タ ン グ ル の
Reshetikhin-Turaev 不変量は、タングルの
圏から量子群（リボン Hopf 代数）の左加群
の圏へのモノイダル関手として定義される。
同様に、いわゆる位相的場の理論（TQFT）
はコボルディズムの圏からベクトル空間の
圏への関手とみなすことができる。また、
Khovanov ホモロジーの発見以来、量子不変
量の圏化についての研究が盛んに行われて
いる。 
 
２．研究の目的 
(1) 3 次元トポロジーにおける種々の代数
的・圏論的構造について研究する。 
(2) 3 次元多様体と埋め込みの圏、および 3
次元多様体の量子基本群と量子表現空間に
ついて研究する。 
(3) 絡み目、3 次元多様体の量子不変量の圏
化および量子群の圏化について研究する。 
 
３．研究の方法 
① 研究目的のそれぞれについて、必要に応
じて他の研究者と共同で研究を行う。研究打
ち合わせと研究発表のための旅費に研究費
を使用する。また、研究に必要な書籍や文房
具などを研究費を使用して購入する。 
② 研究の進展状況に応じて、柔軟に目標を
修正しながら研究を進めていく。 
 
４．研究成果 
(1) ① T. Widmer 氏と共同で、3次元多様体
の中の枠付き絡み目に関するKirbyカルキュ
ラスについての論文を完成させた。この論文
ではまず、Fenn と Rourke による閉 3 次元多
様体の中の枠付き絡み目のKirby操作で生成
される同値関係の特徴づけを、境界を持つ 3
次元多様体に対して一般化した。次に、この
結果を枠付き絡み目の各成分が3次元多様体
の中でヌルホモトピックである場合に対し
て応用し、そのような絡み目が Kirby 操作の
列で移りあうための必要十分条件を与えた。 
② Widmer 氏と共同で、3 次元多様体の中の
ヌルホモロガスな枠付き絡み目に対する
Kirby 計算について研究した。主結果は、3
次元多様体の中のヌルホモロガスな２つの
絡み目が、境界のパラメトライゼーションと
1 次元ホモロジーの情報込みで同相となるた
めの必要十分条件を、絡み目のある操作の列
で移りあうことという形で定式化した。ここ
で通常の Kirby 操作の他に、IHX 操作という
ものを導入した。これは有限型不変量やクラ
スパー手術同値関係の理論に現れるIHX関係

式に対応している。 
 
(2) E.Contreras 氏と共同で、境界をもつス
ピン3次元多様体のボロミアン手術同値関係
のホモロジー的な不変量による特徴づけに
ついて研究を行った。予想された結果までは
証明できず、3 次元多様体の 1 次元ホモロジ
ー群が２トーションを持たない場合のみ、予
想を証明することができた。一般の場合は未
解決である。 
 
(3) A. Beliakova 氏と共同で、量子 sl(2)の
圏化におけるリボン元に対応する複体の構
成を行った。リボン元は量子群における重要
な可逆元であり、中心に含まれる。論文では 
リボン元に対応する複体の定義と、他の元と
の可換性に対応する性質、および可逆性に対
応する性質を証明することができた。リボン
元は普遍 R行列にかなり近い構造であり、リ
ボン元の圏化についての研究が普遍R行列の
圏化の構成につながるのではないかと期待
している。 
 
(4)① A. Beliakova 氏, A.D. Lauda 氏, M. 
Zivkovic 氏と共同で、量子群 U_q(sl_2)の圏
化のトレース（0次 Hochschild-Mitchell ホ
モロジー）について研究した。一般に線形群
のトレースはアーベル群となるが、この概念
を線形2圏に適用することにより線形圏を得
ることができる。この構成を U_q(sl_2)の圏
化に適用した。通常の圏化の場合には、split 
Grothendieck群のときと同様にU_q(sl_2)を
回復するのであるが、次数付の圏化に適用す
ると sl_2 のカレント代数が出てくることが
わかった。これは予想していなかった意外な
結果であり、以下の②③の研究につながった。 
② A. Beliakova 氏、Z. Guliyev 氏、A. Lauda
氏と共同で、量子群 U_q(sl_N)の圏化のトレ
ースについてのサーベイ論文を完成させた。
この中で、sl_N の場合の圏化のトレースの、
圏化の中心（2 圏における恒等 1 射の自己 2
射の全体）への作用について考察した。 
③ A. Beliakova 氏、A.D. Lauda 氏、B. 
Webster 氏と共同で、simply-laced な Cartan
行列に対応する量子群 U_q(g)の圏化のトレ
ースについて研究した。特に、ADE 型の場合
に、このトレースがリー代数 gのカレント代
数と同型になることを証明した。この証明に
は、量子群の圏化の cyclotomic 商のトレー
スがカレント代数の Weyl 加群と同型になる
ということを使っている。 
 
(5) Khovanov, Lauda, Rouquier による量子
群の圏化は 2圏として実現されているが、こ
の 2 圏において、1 射の 2 回双対がもとの射
と同一になる（つまり、2圏が cyclic または
pivotal となる）ように、量子群の圏化の 2
圏構造を変形することができるという結果
を A. Beliakova 氏、A.D. Lauda 氏、B. Webster 
氏と共同で得た。この結果により、量子群の



圏化におけるダイアグラムを使った計算が
より容易になることが期待される。 
 
(6) T.Q.T. Le 氏と共同で、一般の複素有限
次元単純リー代数gに付随する量子群から得
られる、3 次元多様体の量子不変量（いわゆ
る量子 g 不変量）を、整係数ホモロジー3 球
面の場合に統一する、整係数 1変数多項式環
のある完備化に値を持つ不変量を構成した。
これは、2008年の論文で筆者がリー代数sl_2
の場合に構成した不変量の一般化である。 
 
(7) 研究の目的に挙げられている上記以外
の事項（特に 3次元多様体の量子基本群およ
び量子表現空間）については、論文の完成に
は至っていないものの、研究を進め、論文の
準備を行っている。 
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