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研究成果の概要（和文）：補空間の基本群が無限巡回群なら２次元滑らか結び目は解けるという２次元滑らか結
び目解け予想を、執筆中の交点がある２次元結び目に対するマルコフ型定理を仮定して、交点数１の広義２次元
ブレイドの１助変数族で自明な結び目を表す２次元ブレイドにつながる場合に帰着した。
　また帰着した結果から、元の結び目が自明かは不明だが、自明なトーラス結び目を連結和すると自明なトーラ
ス結び目に微分同相になることも示した。

研究成果の概要（英文）：The smooth unknotting conjecture in dimension four is reduced to the case 
which is connected by a one-parameter family of braided surfaces with at most one intersection point
 to the 2-dimensional braid representing an unknot, by assuming our writing Markov type theorem. 
 Moreover, in this case we do not know that the given knot is trivial yet but we see that its 
connected sum with the trivial torus knot is diffeomorphic to the trivial torus knot.

研究分野：数学とくに幾何学・多様体論・トポロジーなど
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１． 研究開始当初の背景 
 微分トポロジーは一般化されたポアンカ
レ予想等で 1960 年代に華々しく幕を開け、
結び目理論もほぼ同時期にデーン補題の証
明が与えられ発展した。さらに、(ｎ－２)次
元球面のｎ次元球面への局所平坦な埋め込
みは補空間が円周とホモトピー型が等しけ
ればｎ=４以外で自明な埋め込みと同相であ
り、微分可能な埋め込みなら微分同相でもあ
ることも証明された。1980 年代にはフリー
ドマンとドナルドソン等によって４次元多
様体の研究が著しく進み、４次元位相ポアン
カレ予想および２次元球面の４次元球面へ
の局所平坦な埋め込みの位相的結び目解け
予想は解決されている。 
しかしながら、４次元可微分多様体の研究
は、ゲージ理論ばかりでなく古典結び目の新
たな量子不変量構成にも刺激され、国内外と
も不変量によって微分構造を区別する方向
に向かい、４次元ホモトピー球面が４次元球
面と微分同相であるかという「４次元滑らか
ポアンカレ予想」および２次元球面が４次元
空間に滑らかに埋め込まれ補空間の基本群
が無限巡回群のとき自明な埋め込みに微分
同相であるかという「２次元滑らか結び目解
け予想」の二つの予想は依然として未解決の
ままである。 
さらに、ペレルマンによってサーストンの
幾何化予想ひいては３次元ポアンカレ予想
が解かれたので、古典的な微分トポロジーの
未解決大問題は上の二つになってしまった
のである 
 
２． 研究の目的 

古典的微分トポロジーの２大未解決問題の

一つである「２次元滑らか結び目解け予想」

を解決することが第１目的である。さらにそ

れを発展させ、数学史を含む数学研究環境を

良くすることに貢献したい。 

予想を２次元ブレイドの１助変数族に関す

る問題に翻訳し、予想を特別な場合に帰着さ

せること、帰着された問題の具体的な解析方

法を与えることは重要であり、それによって

目的が達成できると考えている。 
 
３． 研究の方法 
２次元滑らか結び目の解け予想解決の出
発点は、与えられた結び目と自明な結び目を
つなぐカスプによる２重点の生成と消滅の
みを許した球面からの写像の１助変数族を
構成したことである。この１助変数族を２次
元ブレイドの１助変数族に変換することは
マルコフ型定理であって、研究分担者鎌田聖
一氏の手法を交点がある場合に拡張すれば
よい。また、交点は動かないとしてマルコフ

型定理を適用するので、最後のカスプに対応
するチャートでの変形つまりノードと端点
の融合・分裂は別途強制的に行う。このこと
によって、交点が２個以上ある場合に、２重
点の逆像が２次元球面と区間の直積の中で
絡まることは自然に避けられるのである。 
さて、最も簡単なチャートはｎ本の向きの
ついた線分のそれぞれに１からｎまでのラ
ベルが付いたものであり、これを自明なチャ
ートと呼ぶ。２次元ブレイドとしては、ｎ＋
１枚からなり、それぞれの線分の端点は指数
２の分岐を表している。また、自明なチャー
トは自明な２次元結び目を表す。さて与えら
れた２次元結び目もアレクサンダー型定理
により、２次元ブレイド従ってチャートで表
され、上で述べたようにこの二つは特異２次
元ブレイドつまり線分上に４次元空間内の
交点を表すノードを持つかも知れないチャ
ートの１助変数族でつながる。チャートは端
点とノード以外に、ブレイド群の関係式に対
応して３つの線分が１点で交わる白頂点と
ラベルの差が２以上の２線分が交わる交点
を持っている可能性がある。また、単純でな
いチャートの 1 助変数族とは、安定化で新し
く現れる線分の端点が他の既にある端点に
くっ付くこと及びその逆を途中で許すこと
である。このような場合を込めて、まず途中
でブレイドの枚数が変わらないように、枚数
を増やして全体の安定化を図る。さらに部分
的な安定化をしながら、うまく高さ関数を調
整するとなんと交点数が１で途中は全て単
純なチャートの１助変数族が分離できるの
である。我々はチャートの１助変数族を円柱
の中の特別な曲面族として見ているので、こ
の操作はきちんと立体図で書ける。分離した
交点数１の部分は、自明なチャートからの変
化をブレイド群の生成元の語の変化で記述
することができる。さらに、本質的には語の
関係式の数による帰納法によって、もう一方
も自明なチャートになることを示すことが
できるはずである。最後は交点数に関する帰
納法で二つの結び目はイソトピックになる。 
 
４．研究成果 
 特異(=自己交叉を持つ)２次元結び目に関
するマルコフ型定理の証明は完成していな
いが、その準備段階の鎌田氏との共著論文は
雑誌に掲載決定済である。 
 マルコフ型定理を仮定すると与えられた
結び目と自明な結び目を結ぶカスプによる
２重点の生成と生滅のみを許した広義２次
元ブレイドの１助変数族ができるが、このよ
うな１助変数族があれば元の結び目に自明
なトーラス結び目を連結和すると自明なト
ーラス結び目に微分同相になることが分か
った。このことは２０１６年１１月に大阪市
立大学で開催された「４次元トポロジー」研
究集会で発表している。 
当初の目的を達成するためには、マルコフ
型定理の証明をさらに検討し、結論の種数を



もうひとつ下げる必要がある。そのため種々
の幾何学構造等を考慮するなど多角的な研
究を進めている。 
また、数学史に関して雑誌「数学」に上記
二つの予想の意義を解説した。 
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