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研究成果の概要（和文）：BCS理論は、超伝導現象の量子力学的理論として確立し、大きな成功を収めている。このBCS
理論の基盤となるものがBCSギャップ方程式である。このBCSギャップ方程式の解について、Banachの不動点定理を応用
して十分小さな温度に対して、解が温度と波数ベクトルの両方の関数として連続であることを示した。次に、Schauder
の不動点定理を応用して、転移温度の半分程度の温度に至るまで解が両方の連続関数であることを示して、上の制限を
撤廃した。さらに、解が温度についてリプシッツ連続であり、また、温度について単調減少することをも証明した。

研究成果の概要（英文）：The BCS theory is the successful quantum-mechanical theory of superconductivity. 
The basis of the BCS theory is the BCS gap equation.For temperatures small enough, we have shown that the 
solution to the BCS gap equation is continuous with respect to both the temperature and the wave vector 
on the basis of the Banach fixed-point theorem. For temperatures up to half of the transition 
temperature, we have shown that the solution is continuous with respect to both the temperature and the 
wave vector on the basis of the Schauder fixed-point theorem. Moreover, we have shown that the solution 
is Lipschitz continuous and monotonically decreasing with respect to the temperature.

研究分野： 応用数学、応用解析学

キーワード： 超伝導　BCSギャップ方程式　温度依存性　不動点定理　非線形積分方程式
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1) 超伝導研究の歴史は古く、1911 年に 
Onnes が絶対温度 4.2 Kで水銀の電気抵抗が
ゼロになるという画期的な現象を発見した
ことに遡る。これは、ひとたび電流が流れれ
ば永遠に流れ続ける、という驚異的な現象で
あって、超伝導と呼ばれた。この大発見によ
り、Onnes はノーベル物理学賞を受賞し、そ
の後今日に至るまで、様々な超伝導現象が発
見され続けている。このような超伝導現象に
関する量子力学的理論は、1957年に Bardeen, 
Cooper, Schrieffer の３人によって初めて
確立され、BCS 理論とよばれ、大きな成功を
収め続けている。ノーベル物理学賞がこの
BCS 理論に対しても同様に授与された。 
 
(2) 多くの金属や合金は超伝導状態になる
と、そのエネルギースペクトルに跳び (エネ
ルギーギャップ) が観測され、これは、温度
と電子の波数ベクトルの両方の関数なので、
ギャップ関数と呼ばれている。BCS 理論にお
いては、ギャップ関数は BCS 理論の土台とな
るBCSギャップ方程式と呼ばれる非線形積分
方程式の解である。したがって、もし、BCS
ギャップ方程式には解が存在しないという
ことが、数学的に証明されたら、ノーベル物
理学賞が授与された BCS 理論が土台から崩
れてしまい、混迷した大変な事態が生じてし
まう。そこで、BCS ギャップ方程式には解が
一意に存在することを数学的に証明して、解
の性質を数学的に解明することは、BCS 理論
に数学的な裏づけを与えることになるので、
極めて重要である。 
 
(3) この方面での数学サイドからの先行研
究としては、ヨーロッパやアメリカの研究者
がBCSギャップ方程式の解の存在と一意性と
を数学的に証明している。しかし、温度は固
定されたままなので、BCS ギャップ方程式の
解の温度についての連続性や微分可能性な
どの性質はその数学的な困難さ故に全く調
べられていなかった。しかし、超伝導の物理
学や工学では、解の温度についての連続性や
微分可能性などの性質の解明が是非とも必
要なので、数学サイドからの先行研究は全く
不十分であった。 
 
(4) BCS ギャップ方程式のポテンシャルが正
の定数である場合は、BCS ギャップ方程式は
シンプルな方程式になる。そこで、私は、陰
関数定理を応用することにより、シンプルな
BCS ギャップ方程式の解の存在・一意性を証
明するのみならず、温度について２回連続微
分可能であることなどを示した。 
 
(5) この成果に立脚して、今度は BCS ギャッ
プ方程式のポテンシャルが定数ではなくて、
エネルギーの関数になっている場合を私は
扱った。温度を任意に固定して、Schauder の

不動点定理を適用することにより、BCS ギャ
ップ方程式の解の一意性に対する別証明を
与えるとともに、解が温度とともにどのよう
に変化するかを明らかにした。 
 
２． 研究の目的 

 
(1) 超伝導の量子力学的理論となる BCS理論 
におけるBCSギャップ方程式の解の温度に関
する依存性を、不動点定理などの応用により
作用素論的に明らかにする。特に、解の温度
についての連続性を証明する。 

 
(2) 温度について２回連続微分可能な関数
によって解を近似して、通常の常伝導状態か
ら超伝導状態への相転移が２次相転移であ
ることを証明する。 
 
３． 研究の方法 
 
(1) BCS ギャップ方程式におけるポテンシャ
ルが正の定数である場合にはBCSギャップ方
程式はシンプルな方程式になる。この時に陰
関数定理を応用して以前に私が得た成果に
立脚して、今度は BCS ギャップ方程式におけ
るポテンシャルが定数ではなくて、エネルギ
ーの関数になっている、より一層困難な場合
を扱う。 
 
(2) 温度と波数ベクトルの両方について連
続な関数から成る Banach 空間のある部分
集合 V に着目する。ただし、温度は十分小
さいものと仮定する。このような仮定の下で、
BCS ギャップ方程式の解をこの方程式が定め
る非線形積分作用素の不動点として捉えて、
この非線形積分作用素が集合 V からそれ自
身への縮小写像であることを証明する。こう
することによって、Banach の不動点定理を適
用して、BCS ギャップ方程式の解が温度と波
数ベクトルの両方について連続な関数とな
っていることを証明する。 
 
(3) 次に、温度について２回連続微分可能な
関数によって、上述の BCS ギャップ方程式の
解を近似する。熱力学的ポテンシャルの表式
に登場している BCS ギャップ方程式の解に、
この近似解を代入する。このようにすれば、
熱力学的ポテンシャルが温度に対して滑ら
かさになる。熱力学的ポテンシャルが温度に
ついて２回連続微分可能であり、さらに転移
温度では温度についての２階の偏導関数が
不連続であること等を示して、通常の常伝導
状態から超伝導状態への相転移が２次相転
移であることを証明する。 
 
４．研究成果 
 
(1) BCS ギャップ方程式におけるポテンシャ
ルが正の定数である場合に陰関数定理を応
用して以前に私が得た成果に立脚して、今度



はBCSギャップ方程式におけるポテンシャル
が定数ではなくて、エネルギーの関数になっ
ている、より一層困難な場合を扱った。温度
と波数ベクトルの両方について連続な関数
から成る Banach 空間のある部分集合 V を
まず定義した。温度は十分小さいという仮定
の下で、BCS ギャップ方程式が定める非線形
積分作用素が集合 V からそれ自身への縮小
写像であることを証明した。この結果、
Banach の不動点定理を適用できて、BCS ギャ
ップ方程式の解が温度と波数ベクトルの両
方について連続な関数となっていることを
十分小さな温度のときに証明した。 
 
(2) 次に、常伝導状態と超伝導状態を分ける
転移温度のおよそ半分の温度まで、上記の解
が温度と波数ベクトルの両方について連続
な関数となっていることを証明した。この結
果、十分小さな温度という前記の制限を撤廃
できた。さらに、解が温度について Lipschitz
連続であることや、温度について単調減少で
あることをも、Schauder の不動点定理を適
用することにより証明した。この成果を論文
として纏めている。 
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