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研究成果の概要（和文）：（１） Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等式の最良定数を実現する解の存在、最良定数の
パラメータに関する連続性、対称性の崩れ等が組織的に解明された。p=1に場合のCaffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等
式の等周不等式を用いる証明、対称性の崩れの実証が行われた。（２）対数の無限積を基礎とする超対数が導入され、
重み付きハーディの不等式は可算無限個のmissing term をもつことがで示された。（３）非常に大きい増大度の非線
型項を持つ楕円型方程式を考察するため超対数を特徴づける微分方程式の研究がなされた。 

研究成果の概要（英文）：(1) Existence of the solutions for the best constants of the 
Caffarelli-Kohn-Nirenberg type inequalities, continuity with respect to parameters of the best constant, 
symmetry breaking were studied systematically. For p=1, the Caffarelli-Kohn-Nirenberg type inequalities 
were established by effective use of isoperimetric inequalities, and symmetry breaking in p=1 was proved. 
(2) A theory of super logarithm based on logarithmic infinite product was introduced, and existence of 
infinitely many missing term was shown for the weighted Hardy type inequalities. (3) Differential 
equations characterizing super logarithm was studied to deal with elliptic equations with nonlinear term 
of very fast growth order.

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： ＣＫＮ型不等式　ハーディ不等式　ソボレフ不等式　楕円型変分問題　ミッシング・ターム　p－ラプラ
シアン　加藤の不等式　強最大値原理
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
Hardy 型、Sobolev 型、Rellich 型、及び、そ
れらを複合したCaffarelli-Kohn- Nirenberg 
型不等式等の一連の古典的不等式の改良の
可能性とその重要性は古くから認識されて
きた。 非常に有名なブレイクスルーには、
８３年に H.R. Brezis、L.Nirenberg が精密
化したSobolev不等式を用いてクリティカル
な増大度をもつ半線形楕円型方程式の正値
解の存在を示した仕事、８６年の Caffarelli 
-Kohn-Nirenberg 型不等式の導入、９７年に
H.L. Brezis, J.L. Vazques が精密化した
Hardy 不等式を用いて半線形楕円型方程式の
解の爆発を考察した仕事などがある．その後
もこの方面の研究は盛んであり、国内では本
研究グループが中心となり研究が意欲的に
進められてきた。特に近年、本研究グループ
により古典的不等式のミッシング・タームの
研究、Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等式
の研究等が集中的に遂行され多くの成果を
得ている。このように本研究は、我々のこれ
までの研究の直接の延長線上にあり、以下に
述べるように非線形楕円型偏微分作用素の
研究の大きな進展が期待できる。  
 
２．研究の目的 
「古典的不等式の精密化とその楕円型変分問
題への応用」を中心課題とし、具体的には有
機的に関連する次の3つの研究目的を設定し
ている。  

（１） Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等式
(CKN 型不等式)の精密化と対称性の崩れの研
究の遂行：① CKN型変分問題(p>1)は係数や定
義領域が対称であるにもかかわらず、重みの
ベキが十分大きいと対称性が崩れ対称解が存
在しないことを、非線形方程式の線形化法を
基礎として一般的に証明し、「対称性の崩れ
方」を解明したい。その直接の応用として、
対称性の崩れがおこるタイプの変分問題の定
式化を試みる予定である。さらに p = 1 に場
合は等周不等式となるが、やはり対称性の崩
れがおこる事を解明する予定である。一方、
重みのベキが小さいときには、重み付き関数
再構成と非線形ポテンシャル論を有効に用い
て、対称解の存在範囲を中心に精密な結果を
出したいと考えている。②臨界指数の CKN 型
不等式が extremal を持たない事が、特別な
場合においては既に解明されている。本研究
では、非臨界の場合を含めこの現象をさらに
一般的に解明したい。この研究は下記の「古
典不等式における missing term の存在の研
究」と同時進行で遂行される。③極値関数の
存在に関して concentration compactness 
の手法により研究をさらに進め、不明であっ
たソボレフ臨界指数の場合と重み付きレリッ
ヒ型不等式の extremal の存在性を解明す
る。この問題は、重みが無い場合にも具体的
な解の形は不明であり興味深い。 

（２） 古典不等式における精密な無限個のミ
ッシング・タームの存在とその応用の研究の
遂行：重み付きハーディの不等式は可算無限
個のmissing termをもつことが前回までの研
究で示されているが、最近の研究で対数の無
限積を基礎とする Super logarithm が導入
され、それを突破口とし更なる精密化が出来
ると期待されている。ここでは、この問題を
最終的に解決するべく研究を遂行する。また、
Super logarithm 自身も非常 に興味のある
研究対象であり、実解析学・調和解析学・ポ
テンシャル論等を駆使し、その性質の解明に
向けて努力する。また、通常のグラディエン
トを磁場付きに置き換えた不等式の証明に着
手し、応用として磁場付きシュレディンガー
作用素のスペクトル解析を本計画の中で行う
予定である。 

（３）超指数関数的増大度の非線型項を持つ
準線形楕円型方程式の解の構造、最小解の爆
発と分岐理論の研究の遂行：上記との関連で
Superexponential(Superlogarithmの逆関数)
が自然に定義される。指数関数を非線形項と
する非線形楕円型方程式が対数関数を非有界
な最小解(extremal)としてもち、最小解の爆
発や分岐理論で鍵になる事がよく知られてい
る。我々は、この事実を Super exponential 
と Super logarithm に置き換えて成立する
理論を構築する。順調に研究が進めば、数値
解析によるシュミレー ションが出来る段階
にまで到達する予定である。この問題におい
ては線形化作用素の定義域との関連で特異解
の特異性を正確に捉える必要がある。 Super 
logarithm が解の候補となるため、解が非常
に弱い特異性を持つことが考えられ興味深
い。以前の研究で準線形退化楕円型方程式の
最小解の安定性が既に一般的に証明された事
を足がかりに、この困難を退化楕円型方程式
論を効果的に応用することで克服する予定で
ある。  

３．研究の方法 
各年度を通して CKN 型不等式を中心に古典
的な不等式(重み付きハーディ不等式、重み付
き ソボレフ不等式及び、複合型の不等式)の
精密化に関する研究が行われる。特に現在ま
での成果を基礎に、重み付きレリッヒ型の場
合を合わせて考察する予定である。これらの
研究と同時に「精密化された古典的不等式を
共通の手法」とし、楕円型変分問題と対応す
る非線形退化楕円型作用素に関する諸問題を
対象とし分担者・連携研究者・海外の研究協
力者が専門分野間の有機的関係を深めながら
進展を目指して共同研究を行う。具体的には、
次の3つの関連する問題の研究を本質的に発
展させる計画である。尚、各課題の具体的担
当者は最後に記述されている。 

研究計画・方法 (平成24年度)  



第1の問題 Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不
等式(CKN型不等式)の精密化と対称性の崩れ
の研究：CKN 型不等式に関し3つの具体的な研
究 ①、②，③を予定している。 

① 不等式と同値な変分問題の解の存在と対
称性の崩れの研究：CKN 型変分問題 (p > 1) 
に対応する線形化作用素は退化あるいは非有
界な係数を持つ特異楕円型作用素となる。以
前の研究により、pラプラシアンの線形化作用
素の定性的な性質は既に解明されているの
で、先ずその理論を特異楕円型作用素に拡張
する。次に CKN 型変分問題を対称解(対称な
空間におけるextremal)で線形化し、複数の球
面調和関数 による摂動を加えることによ
り、重みのベキが十分大きいと対称性が崩れ
ることを証明する。この際、 対称性の崩れが
おこる範囲を可能な限り定量的に解明したい。
また pラプラシアンを含む CKN 型変分問題
も平行して考察する。さらに、p = 1 の場合
の重み付き等周不等式に対しても対称性の崩
れの考察に着手する予定である。この問題
は、「球対称な重み付きルベーグ測度による
同体積の図形の中で表面積が最小のものが球
とは限らない」ことを主張しており非常に興
味深い。次に,これらの直接の応用として、対
称性の崩れがおこるタイプの変分問題の定式
化を試みる予定である。一方、重みのベキが
小さいときには、昨年度の結果で解の対称性
が得られているので、レリッヒ型の不等式に
対して重み付きの関数再構成と非線形ポテン
シャル論を効果的に用いて、対称解の存在範
囲の解明を行う。 

② 臨界指数の CKN 型不等式の精密化の研
究: 昨年度までの研究成果、臨界指数のCKN 
型不等式が対称な extremal を持たないこと
が証明されている。これを受けて、この現象
は対称性の崩れに起因するのではなく、2次元 
以上では臨界指数のCKN型不等式がextremal 
を持たない事を一般論として証明する。具体
的には、p = q の場合には問題はハーディ不
等式の missing term の存在に帰着する事に
着目し、 同様なアイディアを用いることによ
り下記の「古典不等式における missing term 
の存在の研究」と同時進行で遂行される。 

③ 非臨界 CKN 型不等式の extremal の存在
と性質についての研究: 昨年度までに、非臨
界 CKN 型不等式の極値関数の存在に関して
は既に解明されている。それを受け、臨界の
場合とレリッヒ型不等式の場合にextremal 
の存在と非存在を解明する。具体的には円環
領域における concentration 関数を定め 
concentration compactness の手法を用いる
予定である。もし可能なら研究をさらに進
め、解空間の構造や重み関数の指数パラメー
タに関する漸近的な性質の解明を試みる。 

第2の問題 古典不等式における精密な無限個
のミッシング・タームの存在と応用の研究: 
重み付きハーディの不等式は精密な可算無限
個の missing term をもつことが既に示され
ている。対応する線形化作用素を L = ∆ − S(x) 
(∆ はラプラシアン、S(x) は 特異なポテンシ
ャルの無限和)とするとき、Lu = 0 の球対称で
独立な2つの解が、我々の最近の研究で対数
の無限積を基礎とする Super logarithm で
記述されることが示され、それを突破口とし
更なる精密化が出来ることがわかった。今年
度は、この問題を最終的に解決するべく研究
を遂行する。 

研究計画期間中を通して、連携研究者らの協
力の下、通常のグラディエントを磁場付きに
置き換えた 不等式の導出とその応用として
磁場付きシュレディンガー作用素のスペクト
ル解析を行う予定である。また、Super 
logarithm 自身も非常に興味のある研究対象
であり、その特徴付けや性質の解明に向けて
努力する。 

第3の問題 非常に大きい増大度の非線型項を
持つ準線形退化楕円型方程式の最小解の爆発、
解の特異性と分岐理論の研究: 上記研究目的 
2. との関連でSuper logarithmの逆関数とし
て Super exponential SE(r) が自然に定義さ
れる。 半線形で最も単純な場合には −∆u = 
λSE(u) に代表されるような非常に大きい増
大度の非線型項を持つ方程式を考察する。特
に、対称解の特異性、最小解の存在性とその
爆発、分岐理論等を中心に解明する。 

研究計画方法 (平成25年度以降)基本的には
前年と同じであるが、平成24年度の進展状況
を見て必要があれば修正していく予定であ
る。上に述べた研究項目の中には既に一定の
成果をあげているものもあるが、それらを含
めて平成24-27年度で実施する予定である。ま
た、平成24年度で完了しない場合には引き続
き研究を継続する予定である。特に研究分担
者・連携研究者・研究協力者は、 以下に述べ
る役割分担のもとに研究を進めていく。 

堀内(研究代表者)は、ここで述べたすべての
問題の研究と各分担者の研究のまとめをする。
中井(分担者)は問題 2.を担当し、退化楕円型
変分問題に関連する各種空間上の掛け算作用
素や特異積分などを専門の「実解析的手法」、
「調和解析的手法」で研究し、同時に Super 
logarithm の定式化を試みる。下村(分担者)
は,問題2を担当し、専門の「ポテンシャル論
的手法」を用いて楕円型作用素に関する定性
的な研究を行う。安藤(分担者)は、問題2を担
当し、ミッシング・タームの存在問題の最終
解決を目指す。保城寿彦(連携研究者)は昨年
度までと同様に超局所解析の視点からすべて
の問題を考察する。佐藤得志(連携研究者)は
問題1を半線形楕円型作用素を中心にして担



当する。 申請者の今回の研究テーマの一部は
スェーデンの研究機関(シャルマース工科大
学数学科)とそこの研 究者との共同研究を含
む。そのため研究組織に以下の役割で海外研
究協力者を含めたいと考えている。 P. 
Kumlin(海外研究協力者)は問題1を担当する。
P. Sjogren (海外研究協力者)は問題2を担当
し、 R. Grigori(海外研究協力者)は問題1と
問題3を担当する。特に、通常のグラディエ
ントを磁場付きに置き換えた不等式を応用し
磁場付きシュ レディンガー作用素のスペク
トル解析を行う予定である。 

 
４．研究成果 
（１） Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等
式(CKN 型不等式)の精密化と対称性の崩れ
の研究の遂行：Caffarelli-Kohn-Nirenberg 
型不等式の最良定数を実現する解の存在、最
良定数のパラメータに関する連続性、対称性
の崩れ等が組織的に解明された。p=1 に場合
の Caffarelli-Kohn-Nirenberg 型不等式の
等周不等式を用いる証明、対称性の崩れの実
証が行われた。 
 
（２）古典不等式における精密な無限個のミ
ッシング・タームの存在とその応用の研究
の遂行：対数の無限積を基礎とする超対数が
導入され、重み付きハーディの不等式は可算
無限個の missing term をもつことがで示さ
れた。 
 
（３）超指数関数的増大度の非線型項を持つ
準線形楕円型方程式の解の構造、最小解の爆
発と分岐理論の研究の遂行：非常に大きい増
大度の非線型項を持つ楕円型方程式を考察
するため超対数を特徴づける微分方程式の
研究がなされた。 
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