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研究成果の概要（和文）：ウェーブレットの理論面では、実用的なウェーブレット、および無条件収束性に関する興味
深い反例なども構成し、十分な成果が得られた。偏微分方程式論についても、２階の波動タイプの微分方程式に対する
解の表示に関する有益な公式を導出するのに成功した。ウェーブレット論と偏微分方程式論における個々の結果として
は、大変意義のある研究成果を上げることができたと言える。また、ウェーブレット論と偏微分方程式論の両者の理論
を融合し、ある微分方程式に対する初期値問題の適切性と係数の振動との関係をウェーブレット変換で視覚化した研究
成果も上げることができたが、改善の余地が有り、今後の研究課題になると思われる。

研究成果の概要（英文）：As for the wavelet theory, we could find some practical wavelets and construct an 
interesting counter example concerned with the unconditional convergence of wavelet expansions. As for 
the partial differential equations theory, we succeeded to get the very useful representation formula of 
the solutions to the Cauchy problem for the second order wave type equations. These research results are 
sufficiently satisfactory as an each result in the wavelet theory and the partial differential equations 
theory. Combining the partial differential equations theory with the wavelet theory, we also obtained a 
result concerned with the relations between the wellposedness and the oscillations of the coefficients by 
visualizing with the wavelet transform. This seems to be still scope for improvement and will become the 
research subject in the future.
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１．研究開始当初の背景
(1)ウェーブレット解析の背景：ウェーブレッ
トとは、関数を表現するのに平行移動と伸縮
だけを操作する基底である。よく知られたフー
リエ解析では（大域的な波である）三角関数
の重ね合わせで関数を表現するが、中心のな
い三角関数を用いて位置情報を得るのは大変
難しい。この弱点を補う解析手法として開発
されたのがウェーブレットの起源である。
ウェーブレット解析は、１９８０年代初めに
地球物理学のMorlet氏によって石油探査およ
び地震波の研究の中で初めて登場し、その後
多くの学問的分野（量子力学、計算生物学、
信号処理等）に、幅広く応用されている魅力
的な研究分野である。

( 2 )偏微分方程式の背景：偏微分方程式論で
は、変数係数を持つ方程式の解の性質（滑ら
かさや増大度等）に関する研究がよくなされ
てきた。一般に変数係数を持つ偏微分方程式
の厳密解を具体的に求めることは、非常に困
難とされている。理論的な立場から近似解の
構成法もある程度は可能だが、無限回の重積
分を含むような効率性を度外視した手法であ
ることが多い。

各研究成果に対する詳しい研究背景について
は、この後の「4. 研究成果」で説明する。

２．研究の目的
変数係数をもつ偏微分方程式の解を構成する
のが目的である。

( 1 )近似解をウェーブレット基底で表現した
い。ウェーブレットの伸縮操作は解像度を表
しており、近似解の精度と対応させることが
できるので、有効である。

(2)波動タイプの微分方程式に関して、係数が
時間のみに依存する場合の厳密解の公式が幾
つか知られているが、係数が空間に依存する
場合の厳密解も与える有益な公式を導出する
ことを目指す。

３．研究の方法
(1)ウェーブレット理論の発展のため、連携研
究者と研究打合せを行い、国内における研究
集会や談話会を開催した。また、微分方程式
に対する数値解析に詳しい研究分担者と共同
研究を行った。

(2)  偏微分方程式の中でも双曲型に重点をお
いた。国内の研究分担者のみならず、海外の
研究協力者と研究打ち合わせを十分に行っ
た。特に、厳密解に関して詳しいTexas大学
のGalstian氏と共同研究を進めた。

４．研究成果
この後の「５ .主な発表論文等」における論
文の番号を用いて説明する。

( 1 )数値解析の手法としてよく知られている
有限要素法では通常ハット関数が用いられ
ている。論文⑥でウェーブレットを改良した
ある種のリース基底を用いて、数値解析的な
応用として微分方程式の近似解の求めた。
その際、数値解析的に意義のある高階の差
分に関するいくつかの公式も導出すること
ができた。また、２階の波動タイプの微分
方程式に対する厳密解の表示に関する有益
な公式を導出するのに成功した。この結果
に関する論文は、現在投稿中である。

( 2 )ウェーブレット変換というのは、与えら
れた関数に対して時間空間と周波数空間に
分解し、特徴を捕らえるための変換である
とみなせる。従って、時間空間と周波数空間
に対して同時にその減衰度と滑らかさを指
定する関数空間が望ましいとされる。また、
一般に偏微分方程式論の立場から、双曲型
方程式をGevreyクラスにおける解の適切性が
よく研究されているが、その近似解を構成
する場合、G e v r e yクラスに属するウェーブ
レットが最も有効であろうと考えられる。
論文⑤では、離散ウェーブレットに関して、
時間空間と周波数空間の両方において
Gevreyクラスに属するウェーブレットの構成
に成功した。さらに、最終年度（２７年度）
には、より一般的な関数空間であるゲルファ
ンド・シーロフ空間における連続ウェーブレッ
ト変換（および逆連続ウェーブレット変換）
の有界性に関する評価と、またその最適性
を示す興味深い具体例の構成に成功した。
この結果は、現在論文にまとめ、準備をし
ている。

( 3 )帯域制限ウェーブレットの最も有名な例
として、シャノンウェーブレットが非常によ
く知られている。その帯域制限の幅を拡げ
る目的で、ローパスフィルタに対する新たな
条件を発見することに成功した。論文③で
これまで知られているどの帯域制限ウェーブ
レットよりも周波数空間におけるサポート
が大きく、そのローパスフィルタのサポート
を限界まで延長したウェーブレットを構成し
た。この新しいウェーブレットによって、シャ
ノンウェーブレットの応用と類似した関数の
展開公式が得られるのは非常に有益である。
また、楕円型方程式の数値解析を扱う際は、
解析的な関数を用いたウェーブレットが有効
であると考えられるが、ここで得られた帯
域制限ウェーブレットはまさに解析的なクラ
スに属するウェーブ  レットでもあるので、
今後の応用も期待される。 

(4)振動する係数を持つ2階の弱双曲型方程式
に対して、その初期値問題のwellposednessと
ill-posednessの両方の結果を示すことができ
た。これまでの係数の振動に関する条件は、
強双曲型と弱双曲型を区別することなく、
係数の導関数の絶対値の大きさによって与
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えられてきた。そのような条件のもとで強双
曲型に対してはキレイな結果が得られたが、
弱双曲型に対してはいくぶん煩雑な結果しか
得られてこなかった。論文②では退化の度合
いを上手く組み込んだ新しいタイプの係数の
振動に関する条件を提案し、弱双曲型に対し
てもwellposednessのキレイな結果を得ること
ができた。また、論文②と④では、 i l l -
posednessとなる係数を具体的関数を構成し、
さらにその関数に対して、連続ウェーブレッ
ト変換と短時間(窓)フーリエ変換を施すこと
で、wellposednessを打ち破るような係数の振
動の状態をビジュアル化することができた。 

(5)  関数をウェーブレット展開したときに、
数値解析的にも収束の安定性が大いに問題と
なる。無限和がその順序と無関係に収束する
ときを、無条件収束と呼ばれる。ところが、
ウェーブレット展開においても扱う関数空間
によっては、無条件収束が一般に期待できな
い場合が生じてしまう。論文⑦で詳しく調べ
たストロンベルグウェーブレットを用いて、
論文①では、無条件収束しない具体的な関数
の例を構成することに成功した。特に、連続
関数に制限してもそのような反例が存在する
ことは大変興味深いと思われる。また、スト
ロンベルグウェーブレットを用いて、全ての
点で微分できない病的な関数ともいえる高木
関数を表現することができた（つまり、係数
の具体的な値を正確に求めた）。さらに、高
木関数を含むある種のカオス的な力学系から
構成される関数に対して、微分可能性に関す
る詳しい条件を調べたり、積分値などを求め
ることができた。この結果に関する論文は、
現在投稿中である。

　以上のように、ウェーブレット論と偏微分
方程式論における個々の結果としては、大変
意義のある研究成果を十分に上げることがで
きたと言える。ウェーブレット論と偏微分方
程式論の両者の理論を融合した結果に関して
は改善の余地が有り、今後の研究課題になる
と思われる。
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