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研究成果の概要（和文）：二つの閉部分群G, H を考える. ただしHはGの閉部分群とする. 楕円型偏微分方程式が領域
と方程式の非線形項がG作用のもとで不変であると仮定する. 非線形項の係数関数が, 領域内部よりも境界近傍で密度
が大きい場合を考察する. このとき, Gの軌道とHの軌道が異なるとき, H不変な最小エネルギー解はG不変でないことを
証明した. ここで最小エネルギー解とは, レイリー商が最小となる解のことである. 従って, 時間発展の方程式におい
て最も安定した定常解となる. この結果様々な対称領域に対して, ある程度の対称性を持つが強い対称性を持たない正
値解の存在が示された. 

研究成果の概要（英文）：We study elliptic partial differential equations in symmetric domains. Let H and 
G be closed subgroups of the orthogonal group such that H is a closed subgroup of G and the domain is G 
invariant. Then we show the existence of a positive solution which is H invariant but G non-invariant 
under suitable assumptions of H, G and the coefficient function of the equation. Such a solution is 
obtained as a least energy solution. Here a least energy solution is a solution which is a minimizer of 
the Rayleigh quotient. Our theorem ensures the existence of various solutions which has a weak symmetry 
but does not have a strong symmetry.

研究分野：楕円型偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
半線形楕円型偏微分方程式を球で考えた場
合に係数関数が球対称であっても, 最小エネ
ルギー解が球対称でないことが起こる. この
ような現象がなぜ起きるのか? またどのよう
な形の楕円型偏微分方程式に起きるのかに
ついては, あまり詳しい研究が行われていな
かった. 最小エネルギー解は最も安定した定
常解であるため, 様々な時間発展の方程式の
漸近挙動と深く結びついている. その解の性
質, 特に解の形状を知ることは, 偏微分方程
式論で重要なことである. 本研究ではそのよ
うな解の対称性, 非対称性を調べる.  
 
２．研究の目的 
様々な対称領域, 例えば円, 円環, 回転体, 
シリンダー領域などのように直交群のある
部分群作用の下で不変な領域を考える. そ
こにおいて楕円型偏微分方程式を考察し, 
群不変な解の存在, 群不変でない解の存在
を証明する. またそれらの解を放物型偏微
分方程式の定常解として考えるときの安定
性を調べることが本研究の目的である. 
 
３．研究の方法 
本研究を推進するためには, 様々な数学的
道具, 資料が必要となる. まず, 多くの専
門書, 論文, 文献,数学雑誌, プレプリント
等の参考資料を集める. 次にこれらを分析, 
整理して既知の結果を十分に把握し, 理解
して研究の基礎とする. また集めた資料は, 
パソコン内にデジタル化したデータとして
保存し, これらを常時参照できるようにす
る. これらの準備の元に, 問題を分析し考
察を行う. パーソナルコンピューターによ
る数値シミュレーションの助けを借りて, 
解の対称性と領域の幾何学的特徴の関係を 
調べる. さらに他研究者との討論を行い, 
国内外の多くの研究集会に出席し, 研究結
果を発表する. またそこで, 新しい情報を
入手し研究の進展に役立てる.  
 
４．研究成果 
1. 直交群の閉部分群 G を考える. 楕円型偏
微分方程式を領域と方程式の非線形項がG作
用のもとで不変である場合に考察した. も
し非線形項にかかる係数関数が領域内部よ
りも境界近傍に極端に大きな密度を持つと
き最小エネルギー解がG不変でないことを証
明した. ここで最小エネルギー解とは, レ
イリー商が最小となる解のことである. 従
って, 時間発展の方程式において最も安定
した定常解となる.  

さらに, 二つの閉部分群 G, H を考える. 
ただし Hは Gの閉部分群とする. 楕円型偏微
分方程式を領域と方程式の非線形項がG作用
のもとで不変であると仮定する. 非線形項
の係数関数が, 領域内部よりも境界近傍で
密度が大きい場合を考察する. このとき, G
の軌道と H の軌道が異なるとき, H 不変な最
小エネルギー解はG不変でないことを証明し
た. この結果様々な対称領域に対して, あ
る程度の対称性を持つが強い対称性を持た
ない正値解の存在が示された. 
 
2. 劣線形熱方程式の定常解の安定性につい
て研究した. この方程式は, 今までにある
程度の研究がなされている. その結果, 初
期値問題に対する解の非一意性が知られて
いる. しかしながら, 定常解の安定性につ
いてはあまり研究がなされていなかった. 
本研究において, 符号変化する解が漸近安
定でないこと, 零解が不安定であること, 
さらに正値定常解が指数漸近安定であるこ
となどを証明した. さらに正値定常解の漸
近安定の指数は, 正値定常解の廻りでの線
形化作用素の第１固有値であることを証明
している. さらにその指数が最適であるこ
とも証明した. 空間 1次元では, 定常解の構
造が零点の個数によって明確に記述される
ことを証明し, これを使ってすべての定常
解の安定性が証明された. その結果, 正値
解および負値解は指数漸近安定であり, す
べての符号変化解は, 不安定であることを
証明した. 
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