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研究成果の概要（和文）：第１に、古典ハミルトニアンのあるエネルギー超曲面上の捕捉された集合が、一つの双曲型
不動点とそれに付随する一つないしは複数のホモクリニック軌道からなる場合、そのエネルギーの近傍でのレゾナンス
の量子化条件を書き下し、レゾナンスの漸近分布が明らかにした。
　第２に、シュタルクポテンシャルをもつシュレディンガー作用素およびその摂動から定義されるスペクトルシフト関
数が、非捕捉的なエネルギーの近傍では完全な漸近展開を持つことが示せた。
第３に、ある連立のシュレディンガー作用素について、交差エネルギーの近傍でのレゾナンスの量子化条件を書き下し
、レゾナンスの漸近分布が明らかにした。

研究成果の概要（英文）：First, I wrote down the quantization condition of resonances and clarified the 
asymptotic distribution of these resonances for the Schroedinger operator near an energy at which the 
corresponding classical mechanics has a non-degenerate hyperbolic fixed point and associated homoclinic 
or heteroclinic orbits as trapped set.
Second, I proved that the spectral shift function for the Stark hamiltonians has a complete asymptotic 
expansion at non-trapping energies.
Finally, I wrote down the quantization condition of resonances and clarified the asymptotic distribution 
of these resonances near a crossing level of two potentials of a system of Schroedinger operators.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 準古典解析　シュレディンガー作用素　超局所解析　WKB解析　レゾナンス　スペクトルシフト関数

  ３版
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１．研究開始当初の背景 
シュレディンガー方程式に含まれるプラ

ンク定数（h で表す）を小さなパラメータと
みなし、方程式の解や固有値、レゾナンスな
どの h に関する漸近挙動、分布を調べる研究
を準古典解析(Semiclassical Analysis)と呼
ぶ。準古典極限において、量子力学と古典力
学との関係が明らかになることが期待され
る（ボーアの対応原理）。また、数学的にも、
特異摂動の理論、超局所解析の理論の一つと
して、大変興味深い。 
レゾナンス（共鳴極）は、シュレディンガ

ー作用素のレゾルベントの極であり、一種の
複素固有値である。特に実軸に近いレゾナン
スは、寿命の長い半束縛状態に対応していて
物理的に重要であるばかりでなく、対応する
古典力学系の「捕捉された軌道」の幾何学的
な構造を反映すると考えられている。これは、
ラプラス作用素の固有値の漸近分布が領域
の形状と関係しているのと類似している。 
レゾナンスの存在、非存在は、実エネルギ

ーの関数であるスペクトルシフト関数の挙
動にも大きく関係する。非捕捉エネルギーの
近傍では、スペクトルシフト関数が完全な漸
近 展 開 を も つ こ と が 知 ら れ て い る
（Robert-Tamura）。これはレゾナンスの非
存在と関係している。しかしこの興味深い結
果は、作用素がシュタルクポテンシャルを持
つ場合や、連立の場合にはまだ証明されてい
ない。時間に依存するシュレディンガー作用
素の時間大域解の構成が容易でないからで
ある。 
連立のシュレディンガー作用素は、原子核

と電子の運動を Born-Oppenheimer 近似に
より分離することによって自然に現れる。そ
のレゾナンスの分布は、量子化学において極
めて重要であるが、数学的に厳密に知られて
いる結果はまだ極めて少ないと言える。、ポ
テンシャルが交差しない場合の研究が若干
あるが、交差する場合については皆無である。 
連立の作用素に対する WKB 解析の理論、超
局所解析の理論の発展が待たれるところで
ある。 
 
２．研究の目的 
この科研費補助期間における目的は、大き

く分けて３つある。 
まず第１は、あるエネルギー超曲面上の捕

捉された軌道が、双曲型不動点およびそれに
付随するホモクリニックあるいはヘテロク
リニック軌道から成る場合に、そのエネルギ
ーの近傍でのレゾナンスの漸近分布を明ら
かにすることである。双曲型不動点が複数あ
る場合や、ホモクリニック軌道が複数ある場
合、それらが無数にあって多様体を形成する
場合など、いろいろな場合が考えられる。量
子化条件を求め、そこからレゾナンスの実部、
虚部の位置を正確に求められれば理想的で
あるが、難しい場合はレゾナンスの虚部の
（下からの）評価だけでも出せればよい。 

第２は、シュタルクポテンシャルをもつシ
ュレディンガー作用素およびその摂動から
定義されるスペクトルシフト関数の微分が、
非捕捉的なエネルギーの近傍で完全な漸近
展開を持つことを示すことである。弱い意味、
すなわち超関数としての漸近展開が得られ
ることがまず第一に証明すべきことである
が、そこから強い意味、すなわち各エネルギ
ーを固定する毎に完全な漸近展開を持つこ
とを示す部分が本質的である。これが以下に
述べるような時間に依存しない方法ででき
れば、連立のシュレディンガー作用素につい
ても同様の問題を考えたい。 
第３は、連立のシュレディンガー作用素の

ポテンシャルが交差する場合、交差するエネ
ルギーの近傍でのレゾナンスの漸近分布を
調べることである。次元は１とし、２元連立
のシュレディンガー方程式を考える。一方の
ポテンシャルは井戸型で、もう一方は単調な
関数とし、これら２つのポテンシャルは原点
で一次の交差をすると仮定する。相互作用は
h のオーダーで小さいとする。このとき、井
戸型のポテンシャルが生成する固有値は、相
互作用のために消失して連続スペクトルの
みとなるが、その代わり固有値の近くにレゾ
ナンスが現れると予想される。交差レベルよ
り小さいエネルギーの近くでは、レゾナンス
の虚部は指数的に小さいことが予想される
（それを裏付ける先行結果もある）が、交差
レベル、あるいはそれより大きいレベルでは、
相互作用が強く、レゾナンスの虚部は大きい
と予想される。この研究の目的は、交差レベ
ルの近傍でレゾナンスの虚部の漸近的な振
る舞いを明らかにすることである。 
 
３．研究の方法 
まず第１の研究について述べる。以前の同

研究課題の研究において、双曲型不動点の近
傍での接続問題、すなわち安定多様体上に超
局所台をもつ解（内向波解）が不安定多様体
上に超局所台をもつ解（外向波解）にどのよ
うな法則で接続されるかを明らかにした。こ
の結果を用いることにより、上記レゾナンス
の漸近分布の問題を超局所的な方法によっ
て解くことが可能になった。例えば捕捉され
た軌道が一つの不動点と一つのホモクリニ
ック軌道からなる場合、ホモクリニック軌道
の上の一点の近傍で定義された超局所解か
ら出発して、ホモクリニック軌道上、および
不動点上を接続して１周し、元の超局所解と
一致するという条件から量子化条件を売る
ことが出来る。ホモクリニック軌道上では、
よく知られたマスロフの WKB 解析の理論を
用い、不動点上を接続するときに上記の我々
の先行結果を使う。 
次に第２の研究に用いた方法について述

べる。Robert-Tamura では、時間に依存する
シュレディンガー方程式の時間大域解を構
成する方法を取っているが、ここでは時間に
依存しない方法を用いることによって、シュ



タルクポテンシャルに起因する難しさを避
けることに成功した。作用素の関数をレゾル
ベントで書き表す Helffer-Sjoestrand の公式
を用い、非捕捉条件によってレゾルベントの
トレースが上半平面から下半平面まで実軸
を超えて解析接続できることを使うと、時間
発展において時間 0の近傍以外からの寄与が
h に関して無限のオーダーで小さいことが証
明できる。 
最後に第３の研究に用いた方法について

述べる。考える作用素は２元連立の２階の作
用素である。このような作用素に対して、標
準的な複素 WKB 法の理論は適用が難しい。
この理論においては、４つの相関数のそれぞ
れに対して、他の３つ相関数との差の実部が
増大する方向が存在しなければならないが、
そうはなっていない。ここでは２つの単独の
シュレディンガー作用素の特別な基本解を
（Yafaev の方法に傚って）構成し、それを第
１近似として、連立の方程式の解を逐次近似
で解く。こうすることによって、単独の方程
式の解の漸近的性質についての既知の情報
を最大限に生かすことができる。こうして構
成した、遠方の一方で減衰する解、もう一方
で外向きの振動解を２つづつ構成し、これら
４つの解のロンスキアンを計算することに
よってレゾナンスの量子化条件を得る。 
 
４．研究成果 
第１の研究については、以下が明らかにな

った。捕捉集合が、一つの双曲型不動点とそ
れに付随する一つないしは複数のホモクリ
ニック軌道からなる場合、レゾナンスの量子
化条件を書き下すことができた。さらに量子
化条件を満たす複素数（近似レゾナンス）と
真のレゾナンスの集合の間の「距離」が小さ
いこと、すなわち各近似レゾナンスの「近く」
に真のレゾナンスが存在し、逆に各真のレゾ
ナンスの近くに近似レゾナンスが存在する
こと、を厳密に証明することができた。証明
の方法がシンプルになった一方、真のレゾナ
ンスと近似レゾナンスの間の１対１対応ま
では証明できていない。この結果は、不動点
の数が複数あって、不動点とそれに付随する
ホモクリニックおよびヘテロクリニック軌
道が一つのグラフをなす場合にまで一般化
することができることもわかった。 
 第２の研究については、シュタルクポテン
シャルをもつシュレディンガー作用素およ
びその摂動から定義されるスペクトルシフ
ト関数についても、Robert-Tamura と同様の
結果、すなわち非捕捉的なエネルギーの近傍
では完全な漸近展開を持つことが示せた。 
第３の研究については、交差エネルギーの

近傍でのレゾナンスの量子化条件を書き下
すことができた。これにより、レゾナンスの
実部および虚部の漸近的な振る舞いが明ら
かになった。実部は、井戸型のポテンシャル
が生成する固有値に近く、虚部は hの 5/3 乗
のオーダーである。虚部の主要項の係数はエ

アリ関数を用いて書くことができ、特に交差
が対称的である場合（すなわち交差点におけ
る２つのポテンシャルの微分係数が正負を
除いて一致する場合）、主要項の係数は単独
のエアリ関数で書け、したがってその零点で
消える。この零点は交差エネルギーより高い
エネルギーに対応しており、これらのエネル
ギーの近くのレゾナンスは、虚部が hの 2乗
のオーダーであることが分かる。 
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