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研究成果の概要（和文）： 本研究では反応拡散方程式に対する自由境界問題を解析した。この問題は数理生態学にお
ける，外来生物などの生物種の侵入・移動をモデルとしており，種の個体数密度とその生息領域が時間とともにどのよ
うに変化するかを調べることが目的である。個体数密度は反応拡散方程式で記述され，生息領域の境界（またはその一
部）の運動はステファン型の自由境界条件で支配されるとする。このとき種が絶滅に至るか、あるいは生息領域が無限
に拡がるとともに種が存続するか, その挙動のメカニズムを理論的に解明できた。また，生息領域が拡大する際の速度
はどのように定まるか？などの問題についても詳細な結果を得ることができた。

研究成果の概要（英文）：　This research is concerned with a free boundary problem for reaction-diffusion 
equations in mathematical ecology. This problem models the invasion or migration of a certain biological 
species. Our main interest is to study the evolution of the population density and habitat of the 
species. The population density is described by a reaction-diffusion equation and the boundary (or a part 
of the boundary) of the habitat is controlled by a free boundary condition of Stefan type. We could 
obtain theoretical understanding on asymptotic behaviors of solutions for free boundary problems of 
various types: whether the species vanishes eventually or the species persists with spreading free 
boundary. Moreover, we got precise results on the spreading speed of the free boundary.

研究分野：非線形微分方程式

キーワード： 反応拡散方程式　自由境界問題　数理生態学　非線形現象　正値定常解　非局所項
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１．研究開始当初の背景 
 物理学、化学反応、数理生態学分野に現れ
る現象を反応拡散方程式によって記述すると
き、その解は時間空間的なパターンを生成す
ることが多い。そのような解の非一様性が生
まれる要因としては、自由境界問題のように
界面の運動があらかじめ明示されているモデ
ル、非線形拡散項自身が空間非一様性を引き
起こすモデル、拡散項・反応項におけるパラ
メータを大きくすることにより界面が生じる
モデル、など様々なケースが考えられる。反
応拡散方程式を対象とする研究においては、
界面や自由境界などの時空非一様性の生成・
発展のメカニズムを理論的に明らかにするこ
とが重要な課題となる。 
 本研究において、とくに焦点を当てた研究
課題は、数理生態学に現れる外来生物などの
侵入・移住をモデルとする自由境界問題の解
析である。このような自由境界問題は 2010年 
Du-Lin によって初めて導入され、生物種の個
体数密度と生息領域が時間の経過とともにど
のように変化するかを調べることが目的であ
る。個体数密度はロジスティック型の反応項
を伴う拡散方程式で記述され、生息領域の境
界またはその一部が自由境界となり、その挙
動はステファン型の境界条件によって支配さ
れているとする。Du-Lin は 1次元領域におい
て、自由境界がある一定の限界を超えること
ができなければ生物種は絶滅すること、自由
境界が一定の限界を超えれば生息領域は無限
遠方まで拡がるとともに生物種は存続すると
ことを示した。これは、数学的には種の絶滅
(vanishing)と種の展開・存続(spreading) に
関する二者択一定理としてまとめられる。さ
らに、生物種が展開に成功した場合、自由境
界の拡がる速度は一定の定数に近づくことも
証明された。 
 この結果は自由境界問題について大きな関
心を集め、拡散方程式における反応項の一般
化、高次元領域での解析、二種以上の生物種
に関わる問題設定など様々な方面での研究が
始まった。 
 
２．研究の目的 
 数理生態学における外来生物などの侵入・
移住をモデルとする自由境界問題を扱う。こ
れは、生物が新しい生息環境を求めて移動す
る状況を定式化した問題であり、生物の個体
数密度と生息領域の境界（自由境界）が未知
関数である。空間次元が 1 の場合の単純化さ
れたモデルでは、生息領域の一端を固定境界、
もう一方を時間変数とともに動く自由境界と
考え、 0 < 𝑥𝑥 < ℎ(𝑡𝑡) の形の区間を生物種の生
息領域と考える。生物種の個体数密度𝑢𝑢 =
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) は次の反応拡散方程式 

  𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑢𝑢),     0 < 𝑥𝑥 < ℎ(𝑡𝑡), 
により支配されるとする。固定境界 𝑥𝑥 = 0 に
おける境界条件としては 

 𝑢𝑢(𝑡𝑡, 0) = 0  または   𝑢𝑢𝑥𝑥(𝑡𝑡, 0) = 0 
のようにディリクレ型あるいはノイマン型の
境界条件を置く。さらに、自由境界において
は 

ℎ′(𝑡𝑡) = −𝜇𝜇𝑢𝑢𝑥𝑥�𝑡𝑡, ℎ(𝑡𝑡)�,     𝑢𝑢�𝑡𝑡, ℎ(𝑡𝑡)� = 0 
の形のステファン型の境界条件を置く。これ
は、境界における生物種の固体数密度による
圧力が自由境界の駆動力となることを意味し
ている。このタイプの自由境界問題は 2010 年
に Du-Lin によって提起され、反応項が 𝑓𝑓 =
𝑢𝑢(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) のようなロジスティック型である
ときには、自由境界は一定の範囲内にとどま
り種は絶滅に至る (vanishing)か、あるいは
自由境界は無限に拡がり個体数密度は正値関
数に収束する(spreading) か、いずれか一方
のみが成り立つという二者択一定理が導かれ
ている。さらに自由境界が無限遠方にまで拡
がる場合には、その拡大速度は時間の経過と
もに一定値に収束することも示されている。 
 本研究においては、反応項の関数 𝑓𝑓 がロジ
スティック型のケースだけではなく、数理生
態学において重要な双安定型のケース 
 𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 𝑢𝑢(1 − 𝑢𝑢)(𝑢𝑢 − 𝑐𝑐),   0 < 𝑐𝑐 < 1,  
あるいは Holling 型、例えば 
 𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 𝑢𝑢(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) − 𝑢𝑢2/(1 + 𝑢𝑢2), 
のケースを含む、一般の反応項について取り
扱う。その際、自由境界問題の解がどのよう
な振舞いをするかを調べることが重要な課題
であり、とくに種の絶滅(vanishing)や種の展
開・存続(spreading) に対応する解の挙動を
数学的に定義し、これらの現象が起こるメカ
ニズムを理論的に明らかにすることが第一の
目標である。 
 また自由境界問題では、反応項の形に応じ
て、解の挙動は変化する。ロジスティック項
の場合は、解の挙動を 2 つのタイプに分類で
きるが、双安定の場合や Holling 型の場合は、
状況が異なると予想される。したがって、で
きるだけ詳細に解の挙動を特徴付け、分類す
ることが第二の目標である。 
第三の目標は、2 次元以上の領域において

自由境界問題を解析することである。例えば
球状領域や円環領域のような球対称な状況に
おいて、密度関数や自由境界の挙動を解析す
ることである。とりわけ、対応する定常問題
の正値解集合の構造を詳しく知ることが重要
となる。 
 
３．研究の方法 
 反応拡散方程式に対する自由境界問題の数
学的取り扱いにおいては、解の構成、大域解
の存在、大域解の漸近的性質の導出などの基
本的な結果を示すことが重要である。そのた
めには、関数解析、発展方程式論、変分法など
の既存の方法に加え、数値シミュレーション
による解の漸近挙動の予想や、その正当化の
ためのアイデア・技法の開発や新しい理論の
展開が必要となる。 
 
（１） 研究者の役割分担 



 上記の状況のもとで、研究代表者、連携研
究者は次のような役割分担を行った。 
①反応拡散方程式に対する自由境界問題の研
究を Y. Du教授 (New England大学)、B. Lou
博士（同済大学）および研究室の大学院生の
研究協力を得ながら進めた。 
②反応拡散方程式の研究を山田、久藤、若狭、
大枝が分担、非線形楕円型方程式の研究を山
田、大谷、田中、中島、廣瀬、竹内が分担し、
山田が研究の統括を行った。 
③応用解析の立場から、大谷、久藤、若狭が協
力し、必要な道具・技法の開発・研究にあたっ
た。 
④楕円型方程式の変分法による研究を大谷、
田中、中島が担当した。 
⑤自由境界問題の数値シミュレーションを山
田と研究室の院生が行った。 
 
（２）研究成果の発表と研究交流 
 研究代表者、連携研究者は学会の他、多く
の数学研究者が一同に会する国際会議 
AIMS Conference on Dynamical Systems, 
Differential Equations and Applications 
（第 9 回 2012 年オーランド（アメリカ）、第
10 回 2014 年マドリッド（スペイン））に出席、
それぞれ研究発表をするとともに、参加者と
研究交流を行った。また、研究代表者は本研
究に密接に関連するテーマで開催された国際
研究集会  Workshop on Nonlinear Equa-
tions in Population Biology （2013 年華東師
範大学（上海））および Workshop on New 
Mathematical Developments Arising in 
Ecology, Epidemiology and Environ-
mental Sciences （2013年北京大学）に参加、
講演するとともに、会議に参加した Du 教授
や Lou 博士と最新の研究情報などの研究交流
を行った。数学分野では研究集会、シンポジ
ウムでの研究発表や研究討論を通して、新し
い知見や重要なアイデアが生まれることも多
い。本研究においても海外との研究者との交
流を通して研究の幅を拡げ、将来の共同研究
の芽を育むことができた。 
 
４．研究成果 
 本研究課題の下で得られた成果は 
（１）反応拡散方程式に対する自由境界問題
（1次元のケース）の研究 
（２）球対称領域における自由境界問題の研 

究 
（３）非局所項を伴う反応拡散方程式の研究 
に大別される。以下、各研究テーマに関する
成果の概要を述べる。 
 
（１）反応拡散方程式に対する自由境界問題
（1次元のケース）の研究 
 生物種の侵入・移動をモデルとする自由境
界問題において、その生息領域を 1 次元区間
  0 < 𝑥𝑥 < ℎ(𝑡𝑡) とするとき左端を固定境界、右
端を自由境界と考え、生物の個体数密度 𝑢𝑢 は 

𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝑑𝑑𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑢𝑢),     0 < 𝑥𝑥 < ℎ(𝑡𝑡),  

の形の反応拡散方程式を満たすとする。ここ
で反応項の関数 𝑓𝑓 は、研究目的欄において述
べたように、ロジスティック型、双安定型、
Holling 型などの関数で与えられるとする。
自由境界の運動は 
 ℎ′(𝑡𝑡) = −𝜇𝜇𝑢𝑢𝑥𝑥�𝑡𝑡, ℎ(𝑡𝑡)�,   𝑢𝑢�𝑡𝑡, ℎ(𝑡𝑡)� = 0,   
によって支配されるとする。固定境界におい
ては零ノイマン条件または零ディリクレ条件
を課す。このとき初期条件 
   𝑢𝑢(0, 𝑥𝑥) = 𝑢𝑢0(𝑥𝑥) ≥ 0,    ℎ(0) = ℎ0,   
を与えたとき、有界な大域解 �𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡), ℎ(𝑡𝑡)� が
唯一つ存在することが知られている。 

ここで最も重要なテーマは 
 「自由境界問題の解  �𝒖𝒖(𝒙𝒙, 𝒕𝒕),𝒉𝒉(𝒕𝒕)� の 
  𝒕𝒕 → ∞ における挙動を決定せよ」 
に答えることである。そのために、解につい
て種が展開・存続する(spreading)とは 𝑡𝑡 →
∞ のときℎ(𝑡𝑡)  が無限に拡がるとともに 
𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) が正値にとどまることと定義し、種が
絶滅する  (vanishing)とは  𝑡𝑡 → ∞  のとき
𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) が 0 に収束することと定義する。この
とき種が絶滅することと自由境界 ℎ(𝑡𝑡) につ
いて時間が経過しても有限にとどまることが
同値であることが示される。この結果、自由
境界問題のどんな解についても spreading 
か vanishing のどちらか一方のみを満たす
という二者択一定理が得られた。さらにそれ
ぞれの現象が起こるための判定法も得られた。
例えば、適当な境界条件の下で次の定常問題 
   𝑑𝑑𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 0,    0 < 𝑥𝑥 < 𝑙𝑙,  
の正値解 φ が求まれば、(φ, 𝑙𝑙) を初期値とす
る自由境界問題の解は必ず spreading の性
質を持つことが証明される。 
 解の漸近挙動については、反応項の形に応
じて、より詳細な結果が得られる。非常に興
味深い結果が得られたのはHolling III型の反
応項 
 𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 𝑢𝑢(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) − 𝑢𝑢2/(1 + 𝑢𝑢2) 
に対する自由境界問題である。𝑎𝑎, 𝑏𝑏 の値に応
じて、4 個の平衡解 0,𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3   (0 < 𝑢𝑢1 <
𝑢𝑢2 < 𝑢𝑢3) があり、このうち 𝑢𝑢1,𝑢𝑢3 が安定とな 
る。このとき数値シミュレーションでは次の
結果 

  vanishing           small spreading    

   big spreading          transition  
が 得 ら れ た 。 こ こ で 特 徴 的 な こ と は
spreading 現象も複数のパターンに分類でき
ることである。本研究の最終年度において自
由境界問題の解の挙動は上の 4 つのパターン
に分類できることを理論的に証明することに



成功した。さらに spreading が起きる場合に
おける自由境界の拡大速度や、上の数値シミ
ュレーションに示された、解の漸近的プロフ
ァイルについても非常に詳しい結果が得られ
る。実際、時間変数が大きいときには適当な
正数 𝑐𝑐 と正値関数 𝑞𝑞 により 
    ℎ′(𝑡𝑡)~ 𝑐𝑐,    

  𝑢𝑢(𝑡𝑡, 𝑥𝑥)~ 𝑞𝑞(ℎ(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥), 0 < 𝑥𝑥 < ℎ(𝑡𝑡),    
の成り立つことが示される。 ここで 𝑐𝑐, 𝑞𝑞 は
境界値問題 
𝑑𝑑𝑑𝑑′′ − 𝑐𝑐𝑞𝑞′ + 𝑓𝑓(𝑞𝑞) = 0, 𝑞𝑞 > 0,    𝑥𝑥 > 0,    
𝑞𝑞(0) = 0, 𝜇𝜇𝜇𝜇′(0) = 𝑐𝑐, 𝑞𝑞(∞) = 𝑢𝑢1  または 𝑢𝑢3 

の解として求まる。本研究では、この境界値
問題の解構造を完全に解明することができ、
この結果、解の漸近挙動について非常に詳し
い情報が得られた。 
 
（２）球対称領域における自由境界問題の研
究 
 円環領域において 1 次元自由境界問題と同
様の問題を考える。ここでは 1 次元のケース
と同様な結果が得られるかどうかが課題とな
る。さらに、円環領域を 𝜌𝜌(𝑡𝑡) < |𝑥𝑥| = 𝑟𝑟 < 𝑅𝑅(𝑡𝑡) 
とし、内部境界、外部境界ともに自由境界と
考え、その運動は 
𝜌𝜌′(𝑡𝑡) = −𝜇𝜇𝑢𝑢𝑟𝑟�𝑡𝑡,𝜌𝜌(𝑡𝑡)�,    𝑅𝑅′(𝑡𝑡) = −𝜇𝜇𝑢𝑢𝑟𝑟�𝑡𝑡,𝑅𝑅(𝑡𝑡)�, 
により定められるとする。このとき、内部境
界は中心方向に向かうため、消滅する可能性
もある。この問題について反応項がロジステ
ィック型の場合、spreading 現象が起きると
きには内部自由境界は有限時間で消滅するこ
とを示すなどの研究成果を挙げている。多次
元領域での解析はまだまだ未解決の課題が多
い。 
 
（３）非局所項を伴う反応拡散方程式の研究 
 このテーマの下で扱った方程式は 
𝑢𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑢(𝑎𝑎(𝑥𝑥) − 𝑏𝑏(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑘𝑘 ∗ 𝑔𝑔(𝑢𝑢)) 

の形のものである。ここで 𝑓𝑓,𝑔𝑔 は単調増加関
数で、非局所項 𝑘𝑘 ∗ 𝑣𝑣 は 
  𝑘𝑘 ∗ 𝑣𝑣(𝑥𝑥) = ∫ 𝑘𝑘(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑣𝑣(𝑦𝑦)Ω dy 
で定義されるとする。このとき、対応する定
常問題の正値解を構成し、その安定性を判定
する方法を確立することが課題である。とく
に非局所項を伴う問題にたいする定常解の安
定性を具体的に判定することは非常に難しい
問題である。本研究においては、正値定常解
の初等的な構成法と分岐理論を用いた構成法
を示した上で、𝑘𝑘,𝑔𝑔  に適当な仮定を設け、正
値解の安定性や大域的安定性を判定する方法
を編み出すことに成功した。ただ、一般的に
は定常解の安定性を解析する技法・アイデア
はまだ不十分である。 
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