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研究成果の概要（和文）：位相的・計算的方法（全構造計算）は，力学系の数学的解析の問題点を克服するために考案
した独自のアプローチであり、その理論をまとめ、例として2次元の離散力学系へ適用した．この方法を用い、典型的
な大域的な分岐であるboundary crisisをこの方法を実現するソフトcmgraphで扱い理論的な成果をまとめた。遺伝子発
現をモデルとする各変数は抑制・活性を表すだけの区分アフィンで与えられる単純な系であるswitching networkに対
してデータベースの構築と理論を展開した。また、時系列データや乱流データの画像データの時系列から全構造計算を
行い、そこから得られるMorse 分解について考察した。

研究成果の概要（英文）：Topological-computational method (database schema) is our original approach in 
order to overcome the weak point of the analysis of real dynamical systems. The theory and an application 
(2-dim’l discrete dynamical system called Leslie model) is discussed in our paper. Also, boundary 
crisis, which is typical in the global bifurcations is studied in this methods, and obtain a theorem 
using a notion of chain orbit.
A switching network is a simple model for gene regulatory network representing the regulation of 
proteins, and we study the database of such systems. Moreover we treat the time series data of some gene 
regulatory network, from which we obtain a Morse decomposition, which is same as the one from a different 
method. We also study the graphical time series obtained by 3-D turbulence and get some computational 
results wrt persistence homology.
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１．研究開始当初の背景 
力学系は決定論的な法則に従って時間発展
するシステムを数学的に定式化したもので，
その対象は数学だけでなく自然科学，工学，
社会科学などに現れる多くの興味深い非線
形現象を含む．その現象を理解するために考
案された数理的モデルは，微分方程式，差分
方程式，離散モデルなど多岐にわたり，解析
のために様々な数学理論が展開されている
が，一方，その非線形性の多様性から計算機
による数値シミュレーションが不可欠であ
る．しかしながら数値シミュレーションはあ
くまで近似計算であり，その結果の数学的解
析による証明には限界があり注意深い評価
と吟味が必要になる．	 
これに対し申請者らは，非線形系のダイナミ
クスの大域的構造やパラメータの変化に伴
う分岐を調べる方法として，ホモロジー計算
などの位相的方法に精度保証付き数値計算
を組み合わせ，数学的に厳密で汎用性のある
アルゴリズムの構築を試みてきた．	 
	 
２．研究の目的	 
	 この研究で扱う位相的・計算的方法のアル
ゴリズムの概略は以下のとおりである．写像
によって与えられる力学系の相空間の有限
グリッド分割をとり，各グリッド要素の写像
による像の精度保証付き計算に基づく外近
似と交わるすべてのグリッド要素を対応さ
せることで，グリッド間の組み合わせ多価写
像を構成する．次に，グリッドの頂点からな
る集合を考え、各グリッドに対し，そのグリ
ッドの組み合わせ多価写像の像全てに向か
う辺を考えることで，組み合わせ多価写像を
有向グラフとして表す．この有向グラフから,
グラフ・アルゴリズムとホモロジー計算など
を含む位相的な情報を計算することで，
Morse分解と各Morse集合のConley指数が得
られ，それを Conley	 Morse	 graph という簡
明な表現にまとめることで，元の力学系のダ
イナミクスについての数学的に厳密なさま
ざまな結果を得ることができる．ある力学系
のパラメータ族に対し，その力学系のデータ
ベース化とは，パラメータ空間についてもグ
リッド分割を行い，各パラメータグリッドご
とに対応する力学系の Conley-Morse	 graph
を計算して，その結果を検索可能な形に集約
したものをいう．このような位相的・計算的
方法は cmgraph と呼ぶソフトウェアとして実
装しており，対象とする力学系の不動点や周
期解などの個々の軌道の解析を前提とせず
に，力学系を定義する数理的表現だけから，
ほぼ自動的に計算できる．	 
ここでは，(1)位相的・計算的方法によって
得られる情報から，どのように元の力学系の
ダイナミクスや分岐を理解するかについて
の理論的基礎の構築，(2)位相的・計算的方
法によって得られた Morse 成分の内部構造を
解析できるようにこの方法を発展させる，
(3)更に，位相的・計算的方法で扱える力学

系の範囲を拡大することを目的にして研究
した．これらはいずれも，様々な力学系に現
れる複雑な現象を理解するための位相的・計
算的方法の有効性を探る意味で互いに密接
な関係がある．	 
	 
３．研究の方法	 
計算機で様々な方法を試行しながら，方法と
理論を構築し，研究目的で述べた次の３つの
課題について相互の関連を見ながら研究す
る．	 
(1)力学系の位相的・計算的方法による分岐
問題の理論的アプローチ：位相的・計算的な
方法の特徴は，相空間やパラメータ空間をグ
リッド分割しそれらの組み合わせ的な表現
やトポロジーなどの情報から力学系の情報
を得ることであり，従来の力学系論的な扱い
とは異なる議論が必要となる．例えば，不動
点の特異性がどのような分岐が引き起こす
かを決めるという組織中心的な扱いができ
ない．むしろ，異なるパラメータ値に対する
学系の Conley	 Morse	 graph が異なるとき，
そのパラメータの間でどのような分岐が起
こるかを議論するように(たとえ局所的な場
合であっても）本質的に大域的な分岐を論じ
る必要がある．また，有限サイズのグリッド
分割に由来するパラメータのグリッド・サイ
ズと相空間のそれとの関連性や，サイズを小
さくしたときの収束性の問題もある．この観
点からサドル・ノードのような codim	 1 の単
純なもののみでなく複雑な場合の分岐につ
いても考察を進める．	 
(2)複雑な構造を持つ不変集合の内部構造の
解析：Morse	 成分としての回帰的不変集合
(の外近似)の内部構造を解析する方法を開
拓する.力学系がカオス的であるなど複雑な
内部構造を持つ場合や,位相計算において計
算量の制約などのために相空間の初期分割
を十分に細かく取れない場合などでは,得ら
れる	 Morse	 成分が大きく,その内部に複数
の不変集合からなる非自明な内部構造を持
つことが頻繁に起こる.そのような場合には,
得られた個々の	 Morse	 成分の内部構造を調
べることが本質的に重要になる.このための
アルゴリズムとそれを支える理論の構築を
目的とする．	 
(3)適用できる力学系の拡張（ノイズを含む
系・時系列解析）：ここでいう時系列解析は，
未知の力学系から生成された時系列データ
から，力学系の有向グラフを構成し，それに
対して，グラフ・アルゴリズムや Conley 指
数などの位相不変量を用いて元の力学系の
情報を得ようとするものである．従来の時系
列解析は時系列データの遅れ座標からアト
ラクタを再構成し，その次元から埋め込みか
どうかを判定するものであるが，埋め込みの
次元によらない位相的な結果を目指すため，
新しい理論の展開が必要となる．この手法は，
グリッド分割の大きさや解像度をどのよう
に決めるかが重要な鍵であり，ノイズの入っ



た系(ランダム力学系)をこの方法でどのよ
うに扱うかとも密接に関わっている．	 
	 
４．研究成果	 
(1)位相的・計算的方法は，従来の力学系の
数学的解析の問題点を克服するために考案
した独自のアプローチであり，	 2 次元の離散
力学系の 2-パラメータ族である Leslie	 
model に適用し，その結果を含めて理論を論
文(研究業績[*1])にまとめている．	 
(2)元の力学系のダイナミクスや分岐の理解
について：大域的な分岐構造として重要なも
のとして，バウンダリー・クライシス，イン
テリア・クライシスが，位相的・計算的方法
を実現するソフト cmgraph でどのように扱わ
れるか，また，それに関する理論的な成果と
して不変集合間のイプシロン擬軌道の存在
という形で定式化した（論文[1]），この他
に，局所的分岐として重要であるサドル・ノ
ード分岐に関して理論的な結果を得ている
（論文[2]）．また，パラメータ空間をある
点の周りに１周するときに，cmgraph の出力
としては分岐が起こってないが，不変集合間
の入れ替わりが起こる現象（「モノドロミー」
と名付けた）について，具体例の構成と１周
するループの中に分岐集合が存在すること
を covering	 homotopy	 property を用い示し
研究集会で発表した(口頭発表[6])．	 
(3)switching	 network: こ こ で switching	 
network と呼んでいるのは遺伝子発現をモデ
ルとする微分方程式系で，各変数は抑制・活
性を表すだけの picewise-affine で与えられ
る単純な系である．そのような系に現れる不
変集合とその位相的タイプが，相空間の系の
非連続な部分の集合である超平面での系の
タイプで決定されることに注目しその分類
をした。これに関する論文は Pysica	 D に投
稿し、近日中に出版される予定である。（[*2]
現在、レフリーからの指示で書き直し中。）
これには、系を滑らかな微分方程式系に摂動
したときの大域構造（不変集合のモース分
解）の考察の部分も含まれる．また、これら
の枠組みを高次元に拡張するための、よりア
ルゴリズムを考慮した定式化を S.Harker を
交えて議論をしており現在論文執筆中であ
る．	 
[*1]Z.Arai,	 W.Kalies,	 H.Kokubu,	 K.	 
Mischaikow,	 H.Oka,	 P.	 Pilarczyk,	 
A	 database	 schema	 for	 the	 analysis	 of	 
global	 dynamics	 of	 	 multiparameter	 
systems",SIAM	 Journal	 on	 Applied	 
Dynamical	 Systems,	 8,	 757-789	 (2009).	 
[*2]T.Gedeon,	 S.Harker,	 H.Kokubu,	 
K.Mischaikow,	 and	 H.Oka,	 Global	 dynamics	 
for	 steep	 sigmoidal	 nonlinearities	 in	 two	 
dimensions'	 
	 
(4)time series	 の Morse	 分解について
(B.Fiedler,	 A.Mochizuki他と共同研究)遺伝
子発現をモデルとするネットワークを念頭

に置いたある一般的な条件を課した微分方
程式系を考える．データに関するいくつかの
条件を満たせば，time	 series	 data から
directed	 graph を構成しそこから得られる
Morse	 分解が，元の微分方程式系の Morse	 分
解の細分と出来ることを示した。また，
Mirsky のサーカディアンリズムのモデルに
対して，その time	 series	 data から global	 
attractor のモース分解についてシミュレー
ションを行い、不安定集合を含めたモース分
解の結果が auto 等の他の手段の結果と一致
することを示した．(図 1）これに関しては，
研究業績（口頭発表[1],[2]等）で発表し現
在論文執筆中である．	 
	 

	 
	 

【図 1】	 
	 
(5)乱流データのパーシステント・ホモロジ
による解析：気象パターンの時系列や乱流の
データの時間発展を位相的方法であるパー
システント・ホモロジーを用い解析する計画
は東北大学の M.	 Kramar、University	 of	 Sao	 
Pauro の M.Gameori 氏とともに、速度場のパ
ーシステンス・ホモロジーの計算結果をえた。
(図 2 は乱流データの壁からの距離の速度ベ
クトル)	 

 
【図 2】	 
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