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研究成果の概要（和文）：粒子ラベル付け替え対称性に関するネータ―の定理によって、バロトロピー流体から密度成
層流体、電磁流体（MHD）、相対論的流体にいたるまで、トポロジカル積分不変量がすべてクロスヘリシティとして書
き表せることを明らかにした。渦のトポロジーを保つ等循環撹乱へ撹乱を制限することによって、楕円形流線をもつ回
転流の弱非線形安定性の計算に成功した。等磁気循環摂動への制限によってMHD流の波のエネルギーに対する一般公式
を導出した。この摂動を実現するラグランジュ的扱いよって、方位磁気回転不安定性の3次元短波長安定性解析を行い
、ケプラー回転流が不安定であることを示した。

研究成果の概要（英文）：By invoking the Noether theory associated with the particle-relabeling symmetry, 
we revealed that the topological integral invariants for barotropic and baroclinic flows, 
magnetohydrodynamics (MHD) and a relativistic flow are all represented in the form of the cross-helicity. 
By restricting disturbances to isovortical ones that keep the topology of the vorticity, we succeeded in 
calculating the weakly nonlinear stability of a rotating flow with elliptic streamlines. By restricting 
to the isomagnetovortical perturbations, we derived a general formula for waves on MHD flows. Using the 
Lagrangian treatment that realizes this class of perturbations, we made the three-dimensional short-wave 
stability analysis of the azimuthal magnetorotational instability, and showed that the Keplerian 
rotational flow is unstable.

研究分野： 流体力学
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１．研究開始当初の背景 
渦構造が複雑に絡み合う無限自由度力学

系をなす乱流に対しては、従来の「局所から
の積み上げ」方式は限界を呈している。トポ
ロジカル渦度ダイナミックスの大きな目標
は「系が内包する無限次元対称性と保存量な
ど大域的束縛を系統的に組み込む新しい強
力な枠組み」の構築である。 
細長い渦管は 3 次元的に不安定で、不安定

波動が成長しながら小さなスケールの波動
を次々と励起し、やがて破局的な崩壊に至る。
代表者らは、ハミルトン力学系のスペクトル
の視点から渦管の 3次元線形不安定性の問題
に取り組み、楕円渦や渦輪[Fukumoto: J. 
Fluid Mech 493 (2003) 287, Fukumoto & 
Hattori: J. Fluid Mech. 526 (2005) 77] にお
いて、対称性の破れによるスペクトルの変形
を完全に決定することに成功し、渦輪の「曲
率不安定性」を発見した。 

弱非線形領域に歩を進めるとき、渦管の 3
次元 Kelvin 波が非線形的に誘起する平均流
の計算がボトルネックになる。代表者は以前
Kelvin 波のエネルギー[Fukumoto (2003)]を
発見的に導出したが、流体粒子の変位を基本
変数とするラグランジュ的アプローチを開
発して、これを系統的に導くことに成功した。
その副産物として所望の平均流が得られる。
これに立脚して、代表者らは、既存のオイラ
ー的記述による弱非線形安定性理論では、波
同士の非線形相互作用によって誘起される
平均流が決定できておらず誤りを含むこと
を指摘し、これを修復するオイラー・ラグラ
ンジュ混合法を提唱した。 
 
２．研究の目的 

定常オイラー流は「渦度のトポロジーを保
つ」制約化でエネルギー汎関数の停留状態で
ある（Arnold）。オイラー方程式は縮退して
おり、渦度のトポロジー不変性を反映できな
い。トポロジカル渦度ダイナミックスにおい
ては、粒子的描像を回復することによってオ
イラー方程式の縮退を解き、波が誘起する平
均流およびそれの波への跳ね返りを正しく
計算して渦管の弱非線形安定性理論を刷新
する。これを直接的に実現できるのがラグラ
ンジュ的記述である。極値性の活用によって
波のエネルギーや平均流の計算可能性が劇
的にもたらされる。本研究では、3 波相互作
用やMHD磁場効果を含めて渦管の弱非線形
安定性を計算するためのオイラー・ラグラン
ジュ混合法を開発する。並行して、種々のト
ポロジー的不変量をネーターの定理の立場
から追及する。 
 
(1) トポロジカル不変量のネータの定理に

よる特徴づけ 
オ イ ラ ー 流 の ト ポ ロ ジ ー 的 不 変 量
(=Casimir 不変量)は、3 次元ではヘリシテ
ィ、2 次元では渦度の任意関数の積分と、
一見異なる姿をとる。代表者は、ラグラン

ジュ変数による変分原理の枠組みにネータ
の定理を適用することによって、粒子ラベ
ル付け替え対称性に対する保存量は次元に
よらずクロス・ヘリシティしかないとを示
した。上記 2 つは統一できるのみならず、
場の理論と同じ仕方で記述できる。また、
Kelvinの循環定理はネータの第2定理と解
釈できることも示した。 

① 密度成層流中の Ertel 不変量 
②  MHD のクロス・ヘリシティ 

など、支配方程式に依存して見かけの異な
るトポロジー的不変量が散在する。ラグラ
ンジュ変数に基づく変分原理を徹底して、
粒子ラベル付け替え対称性の不変量という
観点からこれらの深層に迫る。 

 
(2) 渦管の 3 次元不安定性の線形・弱非線

形理論 
円柱渦に対称性を破る摂動が加わると 3 次
元的に不安定化する。摂動として、 
① ひずみ流,  
② 磁場 
を取り上げる。 ①「楕円断面容器内の回
転流」の弱非線形安定性解析を行う。非定
常共鳴（ハミルトン・ホップ分岐）の弱非
線形発展、さらに 3 波相互作用による 2 次
不安定性を記述する振幅方程式を導出する
ため、ラグランジュ変数を用いた新しいス
キームを構築する。 
②「磁場」においては、一様磁場に加えてら
せん磁場についても調べ、対称性の低下と波
のエネルギー構造との関係を明らかにする。
これを踏まえて、弱非線形振幅方程式を導出
するためののオイラー・ラグランジュ混合法
を開発する。 
 
(3) 磁気回転不安定性の WKB 理論 
アクリーション・ディスクの乱流を引き起

こす磁気回転不安定性（Magneto-Rotational 
Instability: MRI）が対象である。 
 上記(2)②においては、剛体回転すなわち
一様渦度分布が基本流であるが、天体形成で
問題となるのは非一様渦度分布をもつ流れ
で、特に関心をもたれているのは、遠心力と
重力が釣り合った流れであるケプラー型回
転流である。このような非一様回転流の安定
性解析を扱えるのが WKB 法=短波長安定性解
析である。従来の WKB 法は MHD 方程式に直接
適用されるが、途中の微分操作において重要
な項が失われる可能性が高い。それを避ける
ためにラグランジュ表現を援用する。 
天体のアクリーション・ディスクでは軸方

向磁場が問題であるが、実験室で計画されて
いるのは、これに方位角方向の磁場を加えた
らせん型磁場分布や方位磁場のみによる不
安定性である。本研究では、この方位磁気回
転不安定性（Azimuthal MRI: AMRI）を取り
上げ、ラグランジュ変数による WKB 法を新た
に開発し、新しい AMRI モードを探索する。 
 



３．研究の方法 
(1) トポロジカル不変量のネータの定理によ

る特徴づけ 
① 密度成層流、② MHD 流 
に対する変分原理をラグランジュ変数に

よって表現し、作用の一般的な右座標変換
（粒子ラベル付け替え）に対する不変性を要
請することによって、対応する保存量（＝ネ
ータ電荷）を導く。得られた表式が最も普遍
的なトポロジカル不変量の姿である。その次
元依存性を見極める。 
さらに 
③ 特殊相対論にしたがう渦 
に対して上記のスキームを拡張する。 
(a), (b), (c)のいずれにおいても積分不

変量はクロス・ヘリシティの形をとると予想
している。この予想を確かめ、すべてのトポ
ロジカル不変量をクロス・ヘリシティの形式
に書き直す。 
 
(2) 渦管の 3 次元不安定性の線形・弱非線形

理論 
ラグランジュ的記述とオイラー的記述のハ
イブリッド法を構築し、オイラー的記述での
壁を突破する。 
①「楕円断面容器内の回転流」 
定常らせん波同士の共鳴が、方位波数 m=3, 4
の Kelvin 波と非線形的に 3 波共鳴を起こす
可能性を捕まえている。その振幅方程式の係
数の数値計算を PC 上で C++を用いて行う。
オ イ ラ ー 的 記 述 に よ る 結 果 [Lehner, 
Mouhali, Leorat & Mahalov: Geophys. 
Astrophys. Fluid Dyn. 104 (2010) 369] を
批判的に検討する；振幅 2 次での平均流が不
完全とにらんでいる。 
さらに、定常らせん波共鳴の 2 次不安定

性について論じる。 
②「MHD 回転流・磁場効果」 
円筒容器内に閉じ込められた剛体回転運を
行う MHD 回転流に、一様な軸方向磁場や方
位角磁場を印加したときの線形固有値・固有
関数を計算する。固有関数は Bessel 関数を
用いて具体的に書き下すことが可能で、固有
値も然りである。 
 等循環（isovortical）摂動の MHD 版を構
成し、この制約付きの撹乱に限定することに
よって MHD 回転流の Kelvin 波のエネルギ
ーを計算する。エネルギーの符号を同定する
ことによって、安定・不安定性をハミルトン
力学系の Krein の理論の立場から検討する。 
 
(3）磁気回転不安定性の WKB 理論 
MHD 方程式をラグランジュ変数で書きあらわ
した Frieman-Rotenberg 方程式を経由する
WKB 法を開発する。Hain-Lüst 方程式に WKB
法を直接適用する。方位角方向の外場を受け
た方位磁気回転不安定性（Azimuthal MRI: 
AMRI）を取り上げ、ラグランジュ変数による
WKB 法を新たに開発する。 
 

４．研究成果 
(1) トポロジカル不変量のネータの定理によ
る特徴づけ 

① 密度成層流, ②MHD 流, ③ 相対論的流体 
流体力学と電磁流体力学の変分原理による
定式化を進めて、作用が有する「粒子ラベル
付け替え対称性」に関するネータ―の定理に
よって、バロトロピー流体から密度成層流体 
[文献⑪]、理想電磁流体にいたるまで、トポ
ロジカル積分不変量がすべて「クロスヘリシ
ティ」として共通の表現形式で統一的に書き
表せることを明らかにした。 
2 次元のカシミール不変量と 3 次元のヘリ

シティはまったく別物とみなされているが、
実は、同じものであるという見方が存在する
のである。しかも、このことは、バロクリニ
ック流体（密度成層流体）や電磁流体におい
ても成り立つ。2 次元成層流や成層流の浅水
波においてよく知られるトポロジカル不変
量をクロスヘリシティの形に変換すること
ができた。 
さらに、ヘリシティ概念を相対論的 4次元

時空へ拡張した[文献⑤]。特殊相対論では時
空が混ざり合うので状況は少し複雑になる。
時間変数を固有時間に限定することによっ
てのみトポロジカル不変量が定義でき、それ
らが必然的にクロスヘリシティの形をとる
ことを証明した。 
 
(2) 渦管の 3 次元不安定性の線形・弱非線形
理論 

①「楕円断面容器内の回転流」 
断面が楕円にひずんだ回転流の場合、方位波
数 mの差が 2の Kelvin 波対(m,m+2)の間でパ
ラメータ共鳴不安定が起こり得る。不安定性
出現の鍵を握るのは撹乱のエネルギーであ
る。波のエネルギーの一般的な表示を得た。
その副産物として、波の非線形相互作用によ
って誘起される振幅について2次の平均流を
計算できる。渦なし撹乱の定義を循環保存則
の時間平均と関係づけることによって、擬運
動量が平均流とストークスドリフトの和と
等しいことを証明した[文献①,⑨]。円筒容
器中では後者が消えるので，擬運動量と平均
流が等しい。 
Kelvin 波の振幅の成長を弱非線形段階ま

で記述するには，振幅方程式を振幅について
最低 3次まで計算しなければならない。この
途上にあって、壁として立ちはだかっている
のが2次において出現する直流成分であった。
伝統的なEuler的記述によるアプローチでは、
論理的に辻褄の合わない結論に導かれてい
た。本研究では、ラグランジュ変数によって
撹乱を等循環的なものに限定して、Kelvin 波
の相互作用によって誘導される 2 次の直流
成分を計算した。これを利用することによっ
て、3 次までの弱非線形振幅方程式の係数を
すべてあいまいさなく決定することに成功
した[文献①]。一挙に、ハミルトン的標準形
の形が得られる。ハミルトニアン・ピッチフ



ォーク分岐を起こしたとき，非線形効果は時
間について指数関数的な線形不安定性の成
長を飽和させる[文献⑨]。 
線形成長がある振幅で抑えられることは

実験とは一致しない。そこで、共鳴を起こし
ているらせん型ケルヴィン波と 3 角形、4 角
形モードとの三波共鳴による 2次不安定性の
可能性について調べた。ケルヴィン波のエネ
ルギーに関する知見を利用して、波の全エネ
ルギーがゼロになるよう初期条件を調整す
ると3波が際限なく成長し続けられることを
数値計算によって示した。 
 
②「MHD 回転流・磁場効果」 
渦のトポロジーを保つ等循環

（isovortical）摂動の MHD 版である「等磁
気循環（isomagnetovortical）摂動」の概念
に到達した。ラグランジュ変数を用いてこれ
を書き表せること示し、これを利用して、MHD
流に立つ3次元波のエネルギー公式の導出に
成功した。負のエネルギーの波の存在を明ら
かにし、MRI をハミルトン力学系の視点から
特徴づけた。 
 
(3) 磁気回転不安定性の WKB 理論 
軸方向磁場のみならず周方向磁場を外場

として印加された場合の磁気回転不安定性、
すなわち、らせん型磁気回転不安性（HMRI）
や方位磁気回転不安定性（AMRI）においては
非軸対称撹乱を扱う必要がある[文献④, 
⑭]。従来の非軸対称撹乱に対する短波長安
定性解析の扱いでは見落とされてきた項が
あることに気づき、理想 MHD 方程式のラグラ
ンジュ表現であるFrieman-Rotenberg方程式
を動径変位に対する方程式に帰着させた
Hain-Lust 方程式にもとづいて解析する方法
を開発した。 
回転流のシアの尺度をあらわす無次元パ

ラメータがロスビー数 Ro で、方位角磁場の
動径方向の変化率の尺度をあらわす無次元
パラメータが磁気ロスビー数Rbである[文献
⑦,⑭]。Rb<－1/4 のとき、Ro=0（回転角速度
一定）を中心とする有限の Ro 領域で、長い
軸方向波長の撹乱が成長することを初めて
指摘した[文献③]。さらに、非理想 MHD の方
位磁気回転不安定性をHain-Lüst方程式に弱
い流体粘性および電気抵抗の効果を導入す
ることによって調べた。磁気プラントル数が
小さい極限、すなわち、誘導なし極限におい
ては、従来は、電流なし方位角磁場を受ける
ケプラー型回転流は、Liu の限界によって安
定とされてきたが、動径波長の長い撹乱に対
して不安定になる可能性を示した。 
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