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研究成果の概要（和文）：拡張有限要素法（XFEM）を炭素繊維強化プラスチック (CFRP)積層板の損傷進展解析に適用
した．提案手法においては，ヘビサイド関数だけを拡充した内挿関数が用いられる．き裂形状を二種類の符号付き距離
関数(SDF)で近似し，き裂を含む要素をSDFの値にしたがっていくつかのパターンに分類し，拡充節点を決定する．XFEM
によってメッシュ分割と独立にモデル化される不連続な変位場を含むき裂面に結合力モデル（CZM）が導入される．離
散化方程式を解くために，陰解法および陽解法を用いる．このような手法に基づく解析プログラムを開発し，樹脂割れ
と層間はく離が連成したCFRPの破壊解析を実施し妥当な結果を得た．

研究成果の概要（英文）：The extended finite element method (XFEM) was applied to damage propagation 
analyses of carbon fiber reinforced plastic (CFRP) laminates. The proposed method uses no asymptotic 
basis functions and uses only the Heaviside function. The crack geometry is approximated by two signed 
distance functions (SDFs). Elements that include a crack are then classified into several partitioned 
patterns according to nodal SDF values, and enriched nodes are determined. A cohesive zone model (CZM) is 
introduced to the crack line or the surface including a discontinuous displacement field modeled 
independently of finite elements by XFEM. In order to solve the discretized governing equations, the 
implicit method and the explicit dynamic method are used. Analysis codes were developed based on the 
proposed method and they were applied to the fracture analyses of CFRP laminates considering interaction 
between matrix cracks and delamination, and appropriate results were obtained.

研究分野：計算力学

キーワード： 有限要素法　拡張有限要素法　損傷進展解析　ＣＦＲＰ　結合力モデル
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１．研究開始当初の背景 
炭素繊維強化複合材料 CFRP は，その優れ

た比強度，比重量特性ゆえに航空宇宙分野の
構造材料として用いられている．CFRP 積層
複合材料構造は，一方向に繊維強化されたマ
トリクスと呼ばれる樹脂の単層板からなる
多層構造となっている．それゆえ，その損傷
形態は，一般に樹脂割れ（マトリクス割れ）
と接着層のはがれ（層間はく離）に分類され，
実際の損傷はそれらが連成した複雑なもの
となっている．このような積層複合材料構造
の破壊現象を解明し航空宇宙構造物の設計
に役立てることは非常に重要である． 

実務における構造解析を実施するために
有限要素法(Finite Element Method: FEM)
が用いられている．積層複合材料構造の応力
解析にも FEM が用いられ，もし損傷を考慮
しないのであれば，設計用 CAD で構造物の
形状を定義し，自動要素分割技術を用いて有
限要素モデルを生成することによって容易
に応力解析を行うことができるようになっ
ている．しかしながら，図１に示すようなマ
トリクス割れとはく離が組み合わさった複
雑な損傷形状に対しては，CAD による形状
定義は困難であり，損傷形状を考慮した
FEM モデルの作成には多大な労力と時間を
要しているのが実状である．また，積層複合
材料構造の破壊現象は連続的に損傷領域が
進展していくので，従来の FEM による応力
解析の実施は非常に困難である．なぜなら，
き裂やはく離形状は CAD データで直接表現
されるものではなく，それらが進展するたび
に自動要素分割プログラムを起動して要素
分割する必要があるからである．このような
ことが，既存の FEM 解析システムを用いた
積層複合材料構造の損傷進展解析の実用化
の妨げとなっている． 

 
 
 
 
 

 
図1 超音波探傷により得られたCFRP積層

平板の横衝撃による損傷形状と有限
要素モデル 

 
一方，最近，計算力学の研究において新た

な成果が生まれ始めている FEM に基づく応
力解析の枠組みを拡張し，損傷や欠陥などに
起因する変位場の不連続性を有限要素メッ
シュと独立に内挿関数で直接表現できる拡
張有限要素法（the eXtended Finite Element 
Method: X-FEM）と称される解析手法が提案
されている．XFEM を用いることにより，構
造物内部の欠陥や損傷のモデル化を，従来の
FEM と比較して容易に行うことが可能とな
る． 

図 2 に,三次元半楕円形状のはく離を有す
る CFRP 補強板の応力解析のための FEM と

XFEM モデルを示す．比較的単純なはく離形
状に対しても FEM では複雑なメッシュ分割
が必要となるのに対して，XFEM でははく離
前縁形状を有限要素メッシュと独立に表現
できるのでモデル化が容易である． 

 
 
 
 
 

 
図 2 有限要素法(FEM)と拡張有限要素法

(XFEM)による補強平板の接着部の
はく離形状のモデル化 

 
XFEM においては連続体内部における変

位場 uh は次式のように近似される． 
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ここに， Iφ は通常の FEM で用いられる節点
I に関する内挿関数，f(x)は局所的に導入され
る関数であり拡充関数と呼ばれる．また，uI, 
aI はそれぞれ通常の内挿関数および拡充され
た内挿関数についての節点自由度である．事
前に解の特性を表す関数が既知であれば，そ
の関数を拡充関数として用いることができ
る． 

とくにき裂問題において，き裂先端近傍の
変位場の漸近解と，変位場の不連続性を表現
できるヘビサイド関数を拡充関数として用
いることにより複雑なき裂形状を有限要素
メッシュ分割と独立に近似表現することが
可能となる． 
このような特長を有する XFEM は，前述

したような損傷を有する積層複合材料構造
の応力解析を効率的に実施するために極め
て有効な方法であると考えられる．これまで
XFEM によるき裂解析についての研究論文
は多数発表されているが，XFEM を実務での
利用に耐える方法とするためには解析の信
頼性を向上させる必要がある．そのため，研
究代表者らは拡充節点の分布，種類，エネル
ギー解放率の評価方法，レベルセット法によ
るき裂形状のモデル化方法などについての
検討を実施してきた．最近，汎用 FEM コー
ドにも XFEM 解析機能が組み込まれている
が，現段階では積層板構造の損傷進展解析に
直接適用できる機能を有しているとは言い
がたい． 

XFEM を用いた積層複合材料構造の損傷
進展解析は，欧米における計算破壊力学分野
の研究において急速に普及しつつあり，汎用
コードの機能に組み込み始められており，産
業界でも用いられるようになってきている．
実機構造のマトリクス割れと層間はく離の
連成を考慮した損傷進展解析が高精度にか
つ安定的に実施できるようになれば，実機構
造物の構造設計において非常に有効な手法
となるものと期待される．  
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２．研究の目的 
本研究は，はく離やき裂形状を有限要素メ

ッシュと独立にモデル化することができる
拡張有限要素法（XFEM）を，CFRP 積層複
合材料構造の損傷進展解析に適用し,設計解
析の高度化を図ることを目的とする． 
そこで本研究では， XFEM 解析技術に関

する最先端の公知の知見を用いて，積層複合
材料構造におけるマトリクス割れと層間は
く離の連成を考慮した損傷解析および損傷
進展解析を実施することを試みる．本研究で
新たに開発する手法は，これまで研究開発を
行ってきた内製 XFEM 解析プログラムを基
盤としてプログラム実装する．解析手法の妥
当性は，その結果を従来の FEM 解析結果や
実験結果と比較することによって検証され
る． 

 
３．研究の方法 

XFEM による CFRP 積層板のマトリクス割
れのモデル化，結合力モデルについての最新
の文献調査を実施するとともに，二次元，三
次元 XFEM 解析のプログラムを開発し，検証
解析を実施した後，CFRP 積層板の層間はく
離とマトリクス割れの連成を考慮した損傷
進展解析を実施する． 
(1) 文献調査 

FEMによるCFRP積層板の損傷進展解析の
実施事例を記載した文献を調査し整理する． 
(2) XFEM プログラムの開発 
研究代表者らがこれまで開発した二次元，

三次元 XFEM 解析の基本プログラムをもと
にして，結合力モデルや接触を考慮したき裂
を考慮できるようにプログラムを改良する．
開発言語は C 言語とする． 
(3) 開発プログラムの検証 

参照解が既知である問題（DCB 試験片，
ENF 試験片，FRMM 試験片，TCT 試験片）
を設定し，開発プログラムの検証を行う． 
(4)XFEM 解析結果の後処理機能の開発 
開発整備する XFEM 解析プログラムの解

析結果のポスト処理（解析結果の可視化）を
実施するための手法を開発する． 
(5) CFRP 積層板の損傷進展解析への適用 

開発プログラムを用いて，CFRP 積層板の
層間はく離とマトリクス割れの連成を考慮
した損傷進展解析を実施する．得られた結果
を公表された実験結果や他手法による結果
と比較する. 
 
４．研究成果 
(1) XFEM 解析手法の定式化 
①二次元問題（図 3(a)） 
二次元解析においては，二次元 3節点三角

形一次要素を用いる．き裂形状を線分でモデ
ル化し，レベルセット法を用いてき裂形状を
陰的にモデル化する．すなわち，き裂線に関
する符号付き距離関数 ϕとき裂先端に関する
符号付き距離関数 ψを用いて，要素を通常要
素，き裂線が要素を完全に切断する要素（切

断要素）およびき裂先端を含む要素（き裂先
端要素）に分類する．切断要素およびき裂先
端要素は，さらに小三角形に分割され，要素
剛性マトリクスや内力ベクトルを評価する．
切断要素内の位置 xにおける変位場 uhを次式
のように近似する． 
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ここに，LI は三角形の面積座標，uI, aI は節
点に割りつけられる節点自由度ベクトルで
あり，H はき裂近傍での変位の不連続性を表
すヘビサイド関数である. 
要素内部に含まれる切断線上で変位場は

不連続となり，切断線上に評価点を配置する
ことにより，結合力モデルの構成式を考慮し，
接線剛性マトリクスや内力ベクトルを計算
する． 
②準三次元問題（図 3(b)） 
板厚が均一な積層板については，二次元モ

デルを板厚方向に押し出したモデルを用い
ることにより準三次元解析を行うことがで
きる．このような場合には，有限要素として
三次元６節点五面体要素を用いる．ただし，
モデル化されるき裂は，平板に垂直な貫通き
裂に限定される．三次元空間における切断要
素内の位置 x, r3 における変位場 uhを次式の
ように近似する． 
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ここに，r3 (-1≦r3≦1)は要素の板厚方向の正
規座標で，NB,NT は板厚方向の補間関数であ
る． 
要素内部に含まれる長方形状の切断面上

で変位場は不連続となり，切断面上に評価点
を配置することにより，結合力モデルの構成
式を考慮し，接線剛性マトリクスや内力ベク
トルを計算する．この方法では，前述した二
次元き裂先端要素を利用して三次元き裂先
端要素を容易に得ることができる． 
③三次元問題（図 3(c)） 
任意形状のき裂を扱う三次元解析におい

て，三次元４節点四面体一次要素を用いる．
き裂面形状を三角形形状でモデル化し，き裂
面に関する符号付き距離関数 ϕとき裂前縁に
関する符号付き距離関数 ψを算出し，二次元
の場合と同様に ϕと ψを用いて要素を三種類
に分類する．三次元空間における切断要素内
の位置 xにおける変位場 uhを次式のように近
似する． 
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ここに，LIは四面体の体積座標である． 

三次元四面体要素について，ヘビサイド関
数だけを拡充させたき裂先端要素を定式化
する手順は複雑であり，現段階ではその処理
は完了していない．したがって，き裂先端要
素の定式化においては従来の XFEM で用い
られている四つの漸近解基底関数を用いる．
この方法によれば，き裂前縁を含む要素の要
素再分割は必要となるものの，局所的な補間
関数の設定は不要となる．要素内部における
切断面は四角形または三角形となり，四角形
を二つの三角形に分割することにより，最終
的にはすべての切断面は三角形で表される．
三角形上に評価点を配置することにより，結
合力構成式を考慮し，接線剛性マトリクスや
内力ベクトルを計算する． 
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図 3 XFEM解析で用いられる切断要素 
 
(2)結合力モデル 

結合力モデル(Cohesive Zone Model: CZM)
は，き裂面における相対変位と結合力との関
係を与えることにより，応力に基づいたき裂
の発生と，エネルギーに基づいたき裂の進展
を考慮できるので，実際的なき裂進展解析を
実施できる． 
 本研究においては、CFRP 積層板のはく離，
マトリクス割れをモデル化するために
Camanho らにより提案された混合モードを
考慮できるバイリニア型の結合力モデルを
用いる．すなわちき裂面の開口方向，せん断
方向の相対変位と表面力との関係を図 4のよ
うに与える．  
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図 4 バイリニア型結合力モデル 
(Camanho モデル) 

(3) 開発プログラム 
前述した解析手法に基づき，二次元，準三

次元および三次元問題を対象としたき裂進
展解析プログラム NLXT2D, NLXP3D,およ
び NLXT3D を開発した．これらのプログラム
によれば，二次元三角形要素，三次元五面体
要素および三次元四面体要素を用いた XFEM
による陰解法と陽解法によるき裂進展解析
が実施可能である．開発システムの概要を図
5 に示す．XFEM 解析においては，き裂線や
き裂面を有限要素と独立に定義するための
拡充節点は，プログラム処理で自動的に定義
されるので，利用者は既存のメッシュ生成プ
ログラムで作成されたき裂を含まない有限
要素モデルファイル(*.dat)と，有限要素モデ
ルと独立にき裂定義情報(*.crk)を準備すれ
ばよい．実行結果として，解析結果ファイル
(*.out),ログファイル(*.log),可視化ファイ
ル（*.vtf）が得られる． 

なお，開発システムにおいては，き裂が要
素境界と整合している場合には XFEM によ
る拡充節点を用いずにモデル化ができるよ
うに，通常の FEM で用いられるインターフ
ェース要素も利用可能となっている．現段階
で，結合力モデルとして，CFRP 積層板のは
く離やマトリクス割れをモデル化するため
に Camanho モデルが実装されているが，相対
変位と表面力が関連づけられる結合力モデ
ルであれば，容易プログラムに組み込むこと
ができる．三種類の開発プログラムの概要を
まとめて，表 1 に示す． また，CFRP 積層板
に対応できるように等方性だけではなく直
交異方性材料も扱える．開発プログラムは C
言語で記述されており，陰解法においてニュ
ートンラプソン法による求解処理における
連立一次方程式を解くために内製のスカイ
ライン法だけではなく，インテル社が開発し
た数値計算ライブラリ MKL に組み込まれて
いる直接法スパースソルバーPARDISO も用
いられる． 
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図 5 開発した XFEM解析システム 

 



表１ 開発プログラムの概要 
Code NLXT2D NLXP3D NLXT3D

Development 
language

ANSI-C

Discretization
method 

eXtended Finite Element Method

Analysis type(s) Static, Implicit Dynamic, Explicit Dynamic

Element type(s) Three-node triangle element  
(Constant Strain Triangle)
Four-node interface element 
considering CZM

Six-node pentahedral element
Six-node interface element 
considering CZM

Four-node tetrahedral element
Six-node interface element 
considering CZM

Material type(s) Isotropic, Orthotropic

Enrichment
type(s)

Heaviside Heaviside Heaviside, Asymptotic basis

Method use to 
solve the system 
equation 

Direct method:
Skyline method
PARDISO (Intel Math Kernel Library)  

 
(4)解析事例 

以下、開発プログラムを用いて実施した代
表的な解析例を示す． 
① DCB 試験片 

図 6(a)に示すような CFRP 単層板の DCB
試験片のはく離進展解析を NLXP3D を用い
て実施した．単層板の物性値は図 6 に記入し
た通りである．解析によって得られた開口変
位と荷重との関係をはり理論解と比較して
図 7に示す．理論解と整合した結果が得られ
ている． 
② ENF 試験片 

図 6(b)に示すような CFRP 単層板の ENF
試験片のはく離進展解析を NLXP3D を用い
て実施した．解析によって得られた荷重点変
位と荷重との関係をはり理論解と比較して
図 8に示す．理論解と整合した結果が得られ
ている． 
③ FRMM 試験片 

図 6(c)に示すような CFRP 単層板の
FRMM 試験片のはく離進展解析を NLXP3D
を用いて実施した．解析によって得られた荷
重点変位と荷重との関係をはり理論解と比
較して図 9に示す．理論解と整合した結果が
得られている． 
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図 6 CFRP試験片のはく離進展解析 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7 DCB試験片のはく離進展解析結果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 8 ENF試験片のはく離進展解析結果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 9 FRMM試験片のはく離進展解析結果 

 
④ OHT 試験片 

図 10 に示すような引張り荷重を受ける長
さ 63.5 mm，幅 15.875 mm, 厚さ 4 mm の中央
に直径 3.175 mm を円孔を有する，8 層の擬似
等方性 CFRP 積層板 [45/90/-90/0]s について，
樹脂割れと層間はく離を考慮した損傷進展
解析を実施した．層間には結合力モデルを考
慮したインターフェース要素を，45°,90°, 
-45°層の円孔の応力集中部近傍には図 10 に
示すように XFEM 解析機能を用いて有限要
素と独立に，層に垂直で繊維方向の樹脂割れ
を模擬できる結合力き裂をあらかじめ設定
しておく．三次元五面体要素による三次元モ
デルを用いて， NLXP3D による損傷進展解
析を実施する．  

積層板の一端を完全固定し、積層板の一端
を完全固定し，他端に強制変位を 0.01 mm ず
つ与えて陰解法による静解析を実施したと
ころ， 0.38 mm 程度より大きな強制変位に対
して収束解が得られなかった．そこで，マス
スケール係数を 104 とし，強制変位速度 63.5 
mm/sec を与え, 時間増分 10-8sec として，
0.02sec 間だけ 2x106ステップの陽解法による
動的解析を実施した．陰解法による静解析、
陽解法による動解析により得られる強制変
位と平均応力との関係をまとめて図 11 に示
す.破壊応力として 275MPa が得られた．この
結果は他の解析手法による結果や実験結果
ともほぼ整合したものとなっている． 
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Number of nodes 6792
Number of pentahedral elements 6280
Number of interface  elements 4710

 
図 10 OHT試験片の損傷進展解析 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 11 OHT試験片の荷重点変位と平均応力 

との関係 
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