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研究成果の概要（和文）：最小二乗問題は、例えば未知数の数よりも方程式の数の方が多いような連立一次方程式に対
して、なるべくすべての方程式をよく満たすような解を求める問題で、科学、工学などでの基本的な問題である。本研
究では、大規模で解きにくい最小二乗問題でも高速に精度よく、反復的に解くための新しい解法を開発し、その有効性
を数値実験と理論の両面から検証した。さらに、未知数の範囲に制約がある問題や、非線形な問題の解法も開発した。
また、排せつ物の時間経過から患者の体内での薬の効き方を推定するモデルのパラメタを同定する逆問題の解法を開発
した。

研究成果の概要（英文）：Least squares problems arise, for instance, when one wants to find a solution to 
system of linear equations where there are more equations than unknowns. They are fundamental problems in 
science and engineering etc. In this research, we developed a new method to solve large and difficult 
least squares problems efficiently and accurately using an iterative scheme. We demonstrated the 
effectiveness of the method by numerical experiments and theory. Further, we developed methods for 
solving problems with constraints on the unknowns, and also nonlinear problems. We also developed methods 
for solving inverse problems where the parameters of how medicine becomes effective in the patient's 
body, from how the excretion varies with time.

研究分野： 数値解析, 数値線形代数, 逆問題
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１． 研究開始当初の背景 

(1) 大規模で条件が悪い、またランク落ち下

最小二乗問題に対して従来有効な反復解

法がなかったので、そのような問題でも

効率的に、精度のよい解を与える解法を

開発するとともに、その数学的な性質を

明らかにしたかった。 

(2) 非負制約や箱型制約の付いた最小二乗問

題に対して、従来は Newton法的な手法を

用い、適切なステップ・サイズで解を更

新する非線形最適化の手法が主流であっ

た。 

(3) 従来の非線形最小二乗問題の反復解法で

はヤコビアン（目的関数の勾配）の計算

に多大な時間がかかり、また各反復で解

く最小二乗問題に対して有効な前処理法

が用いられていなかった。 

(4) 対称で特異な連立一次方程式に対するク

リロフ部分空間型解法に対する有効な前

処理法がなかった。 

(5) 薬物動態モデルのパラメタを推定する劣

決定逆問題では未知パラメタの数より、

観測データの数の方が少ないので、解は

無数にあり、その中からより詳細な時間

経過のデータを用いて適切な解を見出す

方法がなかった。 

 

２． 研究の目的 

(1) 大規模で条件が悪い、またランク落ち下

最小二乗問題に対して、効率的に、精度

のよい解を与える反復解法を開発すると

ともに、その数学的な性質を明らかにす

ること。 

(2) 非負制約や箱型制約の付いた最小二乗問

題に対して数値線形代数的な手法により

高速解法をあたえること。 

(3) 大規模な非線形作用二乗問題を高速、小

メモリーで解く手法を開発すること。 

(4) 対称で特異な連立一次方程式に対するク

リロフ部分空間型解法に対する有効な前

処理法を開発すること。 

(5) 劣決定逆問題の無数の解の中からより詳

細な時間経過のデータを用いて適切な解

を見出す方法を開発すること。 

 

３． 研究の方法 

(1) 最小二乗問題と等価な正規方程式の定常

反復法（たとえば SOR 法）を内部反復と

して用い、外部反復として一般化最小残

差(GMRES)法を用いることにより、少な

い計算量とメモリーで速く収束する反復

法を開発した。 

(2) 非負制約や箱型制約の付いた最小二乗

問題を、等価な線形相補性問題(LCP)に

変換してから、絶対値を用いた反復解法

を適用する新しい解法を提案した。 

(3) 高速自動微分と重みつきヤコビ内部反復

前処理を用いた。 

(4) 問題の等価性を保つ右前処理を採用し、

特に Eisenstat-SSOR 法による前処理を

用いた。 

(5) 以前に提案した Cluster Newton 法にお

いて、毎反復で解候補の集団をベータ分

布を用いて発生し、追加された観測結果

に最も近い値を与える解（パラメタ）を

絞り込んだ。これにより、従来複数（多

数）求まっていた解の中から最も観測デ

ータに合うものを合理的に求めること

ができた。 

 

４．研究成果 

(1) 内部反復前処理 GMRES法による最小二乗

問題の反復解法を開発し、優決定、劣決定、

悪条件問題、ランク落ち問題に対する有効性

を理論および数値実験により明らかにした。 

 さらに、内部反復法として、今まで用いて

いた SOR（Successive Over Relaxation）法 

を 一 般 化 し た AOR(Accelerated Over 

Relaxation)法を用いることにより、更に性

能を改善させた。 

 また、内部反復前処理をした GMRES法、CG

法、MINRES 法を、線形計画問題を主双対内点

法による解法で生じる悪条件な連立一次方

程式の解法に適用し、従来の Cholesky 法に

よる直接解法よりも安定に解が求まること

を示した。 

(2)非負制約や箱型制約の付いた最小二乗

問題に対して、等価な線形相補性問題

(LCP)に変換してから、絶対値を用いた反

復解法を適用し、さらに内部反復に(制約な

しの最小二乗問題に対する)CGLS 法を用

いる新しい解法を開発し、その収束性を理

論的に示し、従来の射影法より優れている

ことを数値実験により示した。また、同手

法を画像の再構成や、制約付きの不適切問

題に適用し、その有効性を示した。 

(3)高速自動微分を用い、ヤコビアン計算を

要しない非線形最小二乗問題の反復解法

で生じる各反復の線形最小二乗問題に対し

て、重みつきヤコビ内部反復前処理をした

GMRES 法を適用し、その有効性を数値実

験により示した。 

(4)対称特異な連立一次方程式の前処理付

き反復解法として、Eisenstat-SSOR 法に

よる右前処理 MINRES 法を開発し、その

有効性を数値実験により示した。 

(5)劣決定逆問題に対して複数の解を高速

に求める Cluster Newton 法：薬物動態モ

デルの逆問題において、薬品や代謝物の血

中濃度の時間推移などの追加情報が得られ



た時に、最も適した解を絞り込む新しい手

法を開発し、その有効性を数値実験により

検証した。同手法は、毎反復で解候補の集

団をベータ分布を用いて発生し、追加され

た観測結果にもっとも近い値を与える解

（パラメタ）を絞り込むものである。これ

により、従来複数（多数）求まっていた解

の中から最も観測データに合うものを合理

的に求められるようになり、薬物動態モデ

ルのパラメタ推定において実用的な手法を

与えた。 
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