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研究成果の概要（和文）：  本研究では，拡張BVP発振器において見られるMMOsの微小外乱印加時における数値実験と
回路実験を行った．数値実験では拡張BVP発振器に非常に小さい周期外力を印加するとMMOsが歪み，崩壊し，カオスへ
遷移することが明らかとなった．この数値実験によって，MMOsに関連する豊富な複雑な分岐の構造が存在することが明
らかとなった．更に回路実験においても、MMOsの崩壊によるカオスが観察された．しかしながら，回路実験に見られる
MMOsの崩壊によるカオスは，集中定数回路に存在するガウスノイズの影響というよりは，直流電圧源のドリフトのよう
な長周期の摂動によって説明できることが分かった．

研究成果の概要（英文）：This study conducts laboratory measurements and numerical experiments on 
mixed-mode oscillations (MMOs) generated in an extended BVP oscillator. According to our numerical 
results, the waveform of MMOs is significantly distorted and MMOs are frequently submerged by chaos 
subjected to an extremely weak periodic perturbation. The numerical results show that MMOs under weak 
perturbation generate a rich variety of interesting phenomena. Furthermore, the breakdown of MMOs into 
chaos is observed in experimental measurements. However, chaos via MMOs breakdown is not explained by a 
white Gaussian noise exiting in real circuits, but is generated owing to a slight drift of DC voltage 
source.

研究分野： 工学
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１．研究開始当初の背景 
 Mixed-mode oscillations (MMOs) は
slow/fast 系において見られる特有な振動現
象である．しかしながら，研究代表者遠藤哲
郎の数値実験によると，微小な外力を印加し
た場合に MMOs は容易に崩壊し，カオス現
象が観察された。本研究は、MMOs が実回路
実験においてどのように振る舞うかに興味
を持ったことから始まった． 
 
２．研究の目的 
 本研究では、MMOs を発生する拡張
Bonhoeffer-van der Pol(BVP)発振器を用い
て，数値実験においてどのような分岐現象が
生じるのかを明らかにし，回路実験による
MMOs 現象の振る舞いを調べる． 
 
３．研究の方法 
(1) 拡張 BVP 発振器をブレッドボード基盤
上において実現し，オシロスコープによって，
MMOs がどのように振る舞うかを観察する．
数値実験において観察された MMOs の崩壊
によるカオスとの関連性を明らかにする． 
(2) 拡張BVP発振器に微小周期外力を印加し，
MMOs がどのように振る舞うかを明らかに
する。特に，2-パラメータ分岐図を作成し，
MMOs の外力応答を詳細に調べる． 
 
４．研究成果 
 
 図 1 に拡張 BVP 発振器の回路構成を示す．
Bonhoeffer-van der Pol(BVP)発振器はヤリイ
カの神経系を模擬する電気回路として知ら
れており，拡張 BVP 発振器は BVP 発振器の
自然に拡張されたモデルとして知られてい
る．図において，g(v)は非線形抵抗の電圧電
流特性を表し，本報告を通じて，3 次の非線
形負性抵抗によって表わされる場合を対象
とする． 
 まず，拡張 BVP 発振器の数値に見られる
MMOs 現象について説明する． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 1. 拡張 BVP 発振器の回路図． 
 
正規化を行うと，拡張 BVP 発振器の回路方程
式は次式によって記述される． 
 
εdx/dτ=x(1-x2)+y+z 
  dy/dτ= -x-k1y+B1                       (1) 

   dz/dτ=k3(-x-k2z+B2) 
 
式(1)において，x はキャパシタにかかる電圧
v に対応する状態変数，y はインダクタ L1を
流れる電流 i1に対応する状態変数，z は L2を
流れる電流 i2に対応する状態変数である．図
1 において，キャパシタ C は小さな場合を対
象とし，これに対応するパラメータεは微小
である．本報告を通じて数値実験の都合上か
らε=0.1 に固定する．k1 は抵抗 R1 に対応す
るパラメータ，k2は抵抗 R2に対応するパラメ
ータ，k3は 2 つのインダクタ L1と L2の比を
表すパラメータである．以下では k1=0.35, 
k2=0.35, B1=0.49, B2=0.49 に固定し，k3を分岐
パラメータに選ぶ． 
 図2に本研究において得られたMMOsの波
形を示す．MMOs の振動は一つの大振幅振動
といくつかの小振幅振動から構成される．慣
例によって，s 個の小振幅振動を含む MMOs
を”1s”と表す．このように，MMOs の定義は
一見非常に曖昧であるように見受けられる
が，実際に数値実験を行うと MMOs は周期倍
分岐やアーノルドタングといった現象のよ
うに普遍的である． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          (a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    (b) 
図 2．数値シミュレーションにおいて観察さ

れた MMOs の波形．(a) 11の例(k3=0.6),  
(b)13の例( k3=0.39). 

 
ノイズの比較的小さいと考えられる数値実
験においては、図 2(a)(b)のように MMOs が観
察された． 
 これに対し，図 1 の回路に微小外力を印加
した次式について考察する．ノイズは至る所
に存在するが，簡単のため，以下のように微
小周期外力 B sinωτ を印加する． 
 
 



εdx/dτ=x(1-x2)+y+z+B sinωτ 
  dy/dτ=-x-k1y+B1               (2) 
  dz/dτ=k3(-x-k2z+B2) 
 
ここで，0<B<<1 を仮定した．微小外力に周
期性を仮定すると，分岐集合を詳細に求める
ことが出来る．k3=0.6 に固定した場合の分岐
集合の例を図 3 に示す．図 3 において G はサ
ドルノード分岐を表し，I は周期倍分岐を表
す．上付きの数字は，解の周期の次数を表し、
下付きの数字は同じ周期の同期引き込み領
域を区別するために添えた．また，図におい
てドットはカオスの発生する領域を表す． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 3. 分岐集合(k3=0.6 に固定)． 
 
図 3 より，周期倍分岐が集積し，外力の振幅
が非常に小さいところでカオスが発生して
いることが分かる．図 3 より，興味深い現象
が見られる．G3と G4の間には G7(=3+4)の同
期引き込み領域が観察される．また，G4 と
G5 の間には G9(=4+5)の同期引き込み領域が
観察される．このように興味深い分岐構造が
MMOs 現象に伴って発生することが明らか
となった． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 4．微小外力の印加でカオスになった例． 
(k3=0.6, B=0.001, ω=1.34)． 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 5. 9 周期解の例 (k3=0.6, B=0.0004,ω
=1.28) 
 
図 5 は図 4 のカオスの例より，さらに小さな
外力の印加時において見られる周期 9の周期
解の例である．図 2(a)に僅かな大きさの外力
を加えただけであるが，図 5 から分かるよう
に，波形は著しく異なっていることが分かる． 
これは，ノイズのような非周期的なものが外
力として加わった場合には，カオス現象が現
れることを意味している． 
 
 次に，回路実験結果について述べる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 6．非線形抵抗の実現回路図． 
 
3 次の多項式によって表わされる非線形負性
抵抗の実現回路図を図 6 に示す．この抵抗は
オペアンプ(TL082)を用いた線形負性抵抗と
ダイオード対によって実現した．回路実験に
おいて得られたアトラクタの例を示す． 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 7. 過渡的な MMOs(12) ：回路実験にお
けるパラメータ C=9.74nF,  L1=102.5mF, 
L2=1,005mH, R1=713.6 Ω , R2=714.0 Ω , 
R3=R4=100Ω, R5=1,320Ω, R6=430Ω. 
 
図 7 は一見，12の MMOs アトラクタのよう
に見えるが，長時間観察すると，図 8 のよう
なカオスへ遷移し，これを延々と繰り返す．
この回路実験において見られた現象を筆者
は MMOs 遍歴と呼んだ．しかしながら，実
回路実験と微小外力印加時に見られる数値
実験においては共にカオスが観察されたが，
集中定数回路において存在する白色ガウス
雑音によって説明することが出来ない。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 8. カオスへ遷移した例 
 
そこで，回路実験における現象を説明するた
め，直流電圧源に当たる B1および B2に非常
に長周期の外乱を加えた以下のようなダイ
ナミックスを考案した． 
εdx/dτ=x(1-x2)+y+z 
  dy/dτ=-x-k1y+B+bsinωτ        (3) 
  dz/dτ=k3(-x-k2z+B+bsinωτ) 
ただし、ωは非常に大きなパラメータである．
このダイナミックスに見られた MMOs の崩
壊によるカオスを図 9 に示す．このダイナミ
ックスによって，実験において見られたカオ
スの崩壊の一側面が説明されたと考えられ
る． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 9．図 7，8 のアトラクタを説明する数値実
験結果(b=0.001, ω=0.001)． 
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