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研究成果の概要（和文）：疑似平方数は、平方数の条件を拡張した形の条件を満たす数である。巨大な疑似平方数に基
づいた高速な確定的素数判定アルゴリズムの中の特定の判定条件とカーマイケル数の間の関係についての予想を提案し
た。カーマイケル数は、フェルマ・テストと呼ばれる素数判定法で判定が極めて困難な数である。提案した予想の解決
は、直接確定的素数判定アルゴリズムの高速化には繋がらないが、疑似平方数に関連した理論研究の進展が期待される
。

研究成果の概要（英文）：Pseudosquares are integers that satisfy conditions obtained by extending the ones 
that square numbers satisfy. A conjecture that asserts relations between a condition used in a fast 
deterministic primarity testing algorithm based on huge pseudosquares and Carmichael numbers has been 
proposed. It is hard to determine that a Carmichael number is not a prime number by the Fermat test. The 
conjecture proposed does not directly accelerate deterministic primarity testing algorithms. However, 
development of theoretical research on pseudosquares is expected.
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１．研究開始当初の背景 
(1) 今世紀の初頭に決定性多項式時間確定的
素数判定アルゴリズムである AKS アルゴ
リズムが開発された。しかしながら、AKS ア
ルゴリズムを実装したときの実行時間は、従
来 の 主 流 ア ル ゴ リ ズ ム で あ る 
Adleman-Pomerance-Rumely 素数判定法 
(APR 法) などに遠く及ばないことが知られ
ている。APR 法は、理論的には多項式時間
アルゴリズムではないが、実用的な範囲の大
きさの入力に対しては、その桁数の 4.5 乗程
度の実行時間の増加であるとされている。 
 
(2) 近年暗号系の実装などで数千ビットの大
きさの整数の素数判定をする要求が増大す
ることが予想されている。従って、現在一般
的に利用できる計算機環境 (例えばノートパ
ソコン) で確定的素数判定をする際、APR 法
の実行速度でも不十分な程巨大な整数が与
えられることを想定する必要があり、より高
速な確定的素数判定アルゴリズムの開発が
望まれていた。 
 
(3) 疑似平方数を素数判定に利用する方法は、
古くから提案されていた。素数 p に対する
疑似平方数 p とは、次の 3 条件を満たす最
小の正整数である。 a. p  。 b. 

 を満たす各素数  について p は 
 を法としたときの平方剰余である。 c. p 

は平方数でない、すなわち p 2 を満たす
正整数  は、存在しない。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究の目的は、入力を 1 万ビット以下
の長さの正整数  に制限した高速な確定的
素数判定アルゴリズムの開発であり、理論研
究に重点をおく。入力  の制限範囲は、暗
号で実際に素数判定の対象にしている数を
考慮したものであり、判定が確定的であると
は、確率的な動作による誤りが生じないこと
をいう。 
 
(2) 研究に用いる確定的素数判定の基本原理
は、疑似平方数 (pseudosquare) に基づいた
ものである。大規模計算機環境を利用して得
られた従来の結果から、この原理を用いたア
ルゴリズムの時間計算量が入力の正整数 
の桁数の 3乗に比例する程度であることが予
想され、これは、数学上の未解決予想である
拡張リーマン予想を仮定して確率的素数判
定アルゴリズムであるミラー・ラビン法から
得られる確定的アルゴリズムの時間計算量
よりも優れている。 
 
３．研究の方法 
(1) 本研究では、 確定的素数判定への入力を
1 万ビット以下の長さの正整数に限定する。
目標とするアルゴリズムは、基本的には次の
定理に基づいて作成する。この定理は、Lukes 
らにより提案されたものである。 

 
定理 1   は任意の素数とし、  は任意の正
整数とする。正整数  が次の条件をすべて
満たすならば、  は素数かまたは素数の累乗
である。 
 
 1.   は、  以下の約数をもたない。 
 2.  p が成り立つ。 
 3.   ≤  を満たす各素数  について  
(N−1)/2 ≡ 1 (mod ) が成り立つ。 
 4a. N ≡ 5 (mod 8) ならば、 2 (N -1)/2 ≡ 1 
( ) が成り立つ。 
 4b.  ≡ 1 (  8) ならば、 (N −1)/2 ≡ −1 
(mod N) および 2   ≤  を満たす素数  
が存在する。 
 
本研究では、十分大きい素数  に対して疑
似平方数 p の正確な値を求めず、十分大き
い下界を評価することを試みる。 
 
(2) Schinzel により次の疑似平方数 p の下
界が得られている。 
 
定理 2  拡張リーマン予想 (ERH) を仮定す
れば、任意の  > 0 について、 0( ) が存在
して、   0( ) ならば (1− )   log p が
成り立つ。 
 
この証明には、Bach による複素領域上の解
析関数   についての補題  (E. Bach, 
Explicit bounds for primality testing and 
related problems, Math. Comp. 55 (1990), 
355-380.) が使われている。本研究では、
Bach の議論を離散構造上で展開し直し、拡
張リーマン予想 (ERH) を仮定しない疑似平
方数 p の下界の導出を目指す。 
 
(3) 素数判定アルゴリズムの高速化に直接関
わるのは、 p の下界であるが、上界を精密に
評価するこも下界の評価を理論的に解明す
る上での手掛かりとなることが期待される。
上界は、背景の (3) で述べた疑似平方数の条
件 b. を満たす正整数を無作為抽出し、それ
が条件 a. と c. を満たすことを調べること
により得られる。試行回数を増やすことによ
り精度を上げることができる。 
 
４．研究成果 
(1) p  を満たす最小の正整数  を 

 で表し、  番目の素数を  で表す。
従って、  が成り立つ。さらに、条
件 Aを次のように定義する。 
 
条件 A   は、異なる素因数をもつ (単一の
素数の累乗でない) 奇数の合成数であり、か
つ、  とおいたとき定理1の条件 3. 
を満たす。 
 
論文③及び学会発表⑤において次の予想を
提案した。 



 
予想  条件 A を満たす正整数は、すべてカ
ーマイケル数である。 
 
この予想が成り立てば、定理1の条件 4a., 4b.  
をカーマイケル数であるか否かの判定に置
き換えることができる。 
 
(2) 目的に沿った研究成果ではないが、本研
究で試みた探索アルゴリズムを一部流用す
ることにより論文 ①、及び、学会発表 ①、
②、③ の成果が得られた。この成果は、グ
ラフ理論の分野に属している。以下に成果の
概要述べる。 
 
与えられたオイラーグラフのオイラー回路
で最短部分閉路の長さが最大であるものの
最短部分閉路の長さをそのグラフのオイラ
ー回帰長と呼ぶ。  以上の奇数  に対して 

 で  点からなる完全グラフ n のオイ
ラー回帰長を表す。従来、  以上の奇数  
について  が成り立つこ
とが知られていた。今回の研究により、  
以上の任意の奇数  について  
が成り立つことが示された。 
 
現時点で  の値は、完全には決定されて
いない。研究代表者は、  以上の奇数  に
ついて  が成り立つこと予想し
ている。関数  の値を厳密に決定するこ
とは、興味深い課題である。この成果の特長
として、証明の一部に計算機による探索結果
が使われている点が挙げられる。特に独自プ
ログラムを使って探索問題を解くことをせ
ず、探索問題を整数計画問題に変換し一般的
な整数計画ソルバに解かせることにより、解
の信頼性を著しく向上させることができた。
論文 ②、及び、学会発表 ④ においても、
整数計画ソルバを信頼性の高い探索手段と
して活用している。 
 
(3) 目的に沿った形の成果は得られなかった
が、上に述べた (1) の成果については、これ
が素数判定アルゴリズム作成についての理
論研究の為の手掛かりの一つになることを
期待している。(2) の成果については、現在、
集中的に研究を継続している。 
 
(4) Bach の議論を離散構造上で展開し直し、
疑似平方数 p の良好な下界を拡張リーマン
予想 (ERH) を仮定せずに導出することを最
重要課題としていたが、成果はまったく得ら
れなかった。第一の原因は、研究代表者が解
析学についての理解と洞察に極めて乏しか
ったことである。また、現時点では、その方
向が不適切ではないかという予想が強まっ
ている。疑似平方数を素数判定の効率化に活
用するという基本的な方針を変えずに、より
見通しの良いアプローチで高速な確定的素
数判定アルゴリズムが開発できることを予

想している。 
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