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研究成果の概要（和文）：本研究は証明指導の改善を目的とし、図形の命題で使われる図の｢変数性｣と｢定数性｣の視点
に関する生徒の理解を明らかにし(A)、証明の教材開発と指導の提案を行う(B)ものである。①～④の順にA、Bに関した
成果が明らかになり、証明指導改善の方針が具体化できた。
①　命題の図の捉え方の生徒の実態を明らかにした。　②　①を踏まえ開発した証明の教材で授業を行い実証的にその
妥当性を見た。　③　指導前後の生徒の変容を分析した。その効果、生徒の証明に対する理解が深まったことが明らか
になった。　④　命題で使われる図の「変数」を、１つから２つ、３つと増やす教材開発の視点が、証明指導に有効に
働くと判断できた。

研究成果の概要（英文）：For the purpose of improvement of geometrical proof teaching, this study has two 
aims; (A) to clarify how junior high school students understand two geometrical viewpoints i.e. 
"variable" and "constant" of figure used in a proposition, and, (B) to suggest the development of 
teaching materials and the improvement of proof teaching.　This study makes the improvement plan of proof 
teaching.
①It clarifies how junior high school students understand a geometrical figure.② Teaching materials that 
are developed on the basis of the data of ① are used in the classroom, its validity is confirmed 
empirically.③ The results of the comparative analysis of student’s understanding between before and 
after teaching, revealed that they can do better.④ It is determined that the new idea of teaching 
material development： to increase the number of "variable" from one to two and three that is appended to 
a figure used in a propositional, works effectively in proof teaching.　

研究分野： 数学教育学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

本研究の新しさは，図形の証明することの
意味やその理解についての指導研究，および，
そのための教材開発を２つの視点：「図の定
数性」と「図の変数性」（文字と対比させて
下で述べる）から行うこと，にある。指導の
実態はどうであろうか。「二等辺三角形の底
角は等しい」の命題では，ひとつだけの図を
示し，それがすべての二等辺三角形で成り立
つことを示すには演繹的な証明が必要であ
ること理解させようとする。多少複雑になる
下のような命題でも，最右図に対してだけ証
明をし指導が終わる。この場合，二等辺三角
形の頂角の大きさにより，３つの証明が必要
で，その吟味をせず多くは指導が終わってし
まう現状を目の当たりにしてきた。 

 

 

 

図形の証明で用いられる図について
E.Fischbein は，｢図｣が二重の実体をもつこ
と，すなわち， 

①抽象的で理想化された形式的に記述でき
る実体(すべての純粋な概念と同じように) 

②感覚によって捉えられた図的な諸性質（あ
る｢形｣によって表象された諸性質）からな
る実体をもつこと 

を，そして，この二重の実体が共存したもの
をわれわれは幾何学的実体としてとらえて
いることを指摘している。つまり，図形の証
明で用いられる「図」は論理を背景とした概
念的な制約と感覚を背景としたイメージ（ゲ
シュタルト）的な制約を受けていることを述
べている。 

  具体例から見る。「長方形は台形である」
ことの判断とその理由の調査（中２年生 383

名，中３年生 388 名）では，中２：23.5％，
中３：18.4％の正答率である。これは長方形
や台形の感覚的なイメージ（①）からの判断
が優先され，図的な諸性質（②）に至らない
判断によったからである。 

 上述から，図形の「図」に着眼点を見出し
た。その「図」が文字と同じようなはたらき
をもつことに気づき，図形の命題で使われる
図の変数性と定数性の視点をおく教材開発
や指導法の研究が必要となる。 

 

２．研究の目的 

文字の使用と図形の証明は中学校数学の
学習を特徴づける核心である。これらの学習

方法によって数学へと質的な変化をなすの
であるからこそ生徒の学習・教師の指導に困
難をもたらしている。特に，図形の論証の学
習での問題は長い歴史をもち，さまざまな試
みにもかかわらず，いまだに解消されていな
い。 

そこで，本研究は，中学校図形の証明指導
の改善を目的とする。図形の「図」が文字に
匹敵する役割をもつ新しい着眼点で，特に，
文字指導との比較考察を通し次のことを目
的とする。 

(ａ) 図形の命題で使われる図の｢変数性｣と
｢定数性｣の視点に関する生徒の理解 

(ｂ) 図形の命題で使われる図の｢変数性｣と
｢定数性｣の視点を導入した証明の教材開
発と指導の提案 

 

３．研究の方法 

教材開発を２つの視点：「図の定数性」と
「図の変数性」から行うこと，にある。ひと
つの図形に対して同じ条件を保ちつつ図は
無数にあり，生徒は学習の中でこのことを理
解しなければならい。このことから，文字機
能の定数性と変数性と同じように，図のはた
らきにも 
・文字における変数と同じ意味が込められて

いる場合（これを「図の変数性」と呼ぶ） 
・文字における定数と同じの意味が込められ

ている場合（これを「図の定数性」と呼ぶ）  
があると考えられる。 

まったく新しいこの２つの視点を図形（とく
に命題の理解や証明）で用いられている図に
投射してその図を読み解くことによって，図
形の命題の証明の意味を深めてその理解を
より育てる新しい指導法とそれを可能にす
る。そこで，上記２(ａ)を明らかにし，(ｂ)
の提案を行うものである。 
そのために次の(A)～(C)の順と内容の方

法をとり，２(ａ)，(ｂ)に関した成果を明ら
かにし，証明指導改善の方針を具体化する。 
(A) 命題の図の捉え方の生徒の実態を明ら
かにする。 

(B) (1)を踏まえ開発した証明の教材で授業
を行い実証的にその妥当性を見る。 

(C) 指導前後の生徒の変容を分析した。その
効果，生徒の証明に対する理解が深まりを
明らかにする。 

 
４．研究成果 
 研究方法３(A)～(C)の沿って、成果を述べ
るが、それ以上の成果(D)があり，それも付
記する。 
(A)命題の図の捉え方の生徒の実態 
証明の大前提は仮定をどう捉えるかであ

る。「○○ならば△△」の「○○」が仮定，「△
△」が結論という指導は初期の頃では形式的
な指導は必要であろうが，証明に馴れていく
段階では，何を前提にこの証明を行うのかを
考察することが，証明の第一歩である。その
際に，仮定に関する図をどれだけ生徒にかか



せるかということ，またはかかれた図と仮定
との関係をどれだけ生徒によみとらせるか
ということが，証明活動の鍵となり，以下，
その問題意識から調査を行い，生徒の実態を
みた。 
(1) 調査のねらい 
 与えられた命題とその証明から，仮定と図
の関係を見出し証明の意味をよみとること
ができるか，生徒の実態を明らかにする。 
(2) 調査問題 設問１，設問２(略) 
(3) 調査対象・時期・時間 
・中２学年図形学習修了生徒（中３） 
・国立大学附属中学校１校１クラス，公立中

４クラス      計 165 名 
・平成２４年７月上旬  ・２０～３０分間 
       

－設問１－ 

 
(4)調査結果 
【設問１(1)(2)】について 
問題作成の意図 
根拠となる事柄を見抜くことができるか。 
生徒の反応･･･表１ 
 

       表１     (％) 

(1)＼(2) ① ② ③ ④ 無

答 

計 

① 0.6  4.8 75.2  80.6 

② 0.6  1.8 4.2  6.7 

③ 1.2 0.6 1.8 6.1  9.7 

④  0.6  1.2  1.8 

無答     1.2 1.2 

計 2.4 1.2 8.5 86.7 1.2 100 

 
説明の記述をよみとり，根拠となる事柄を

選択肢から判断した(1) (2)の反応の関係を
まとめると表 1 となる。どちらも正答を得た
生徒は 75.2％であった。                          
【設問１(3)】について 
問題作成の意図                            
 図形の性質が成り立つことを説明するた
めに，仮定にない，図に依存した特別な性質
（ＢＥ//ＣＤ）を使ってることを見抜くこと
ができるか。 

・詳細は略 
(5)結果の考察 
【設問１】について 
 (1),(2)とも正答の 124 人(75.2％)の詳細
を見ると，(3)で説明が「正しいとはいえな
い」と判断できた生徒はその中の 28％(35人)
で，全体での人数に対するその割合は 21％と
なる。逆に(3)の判断ができた 42 名の中で
(1),(2)がでた生徒は 34 名であった。ことか
ら，(1),(2)での根拠となる事柄を基本的な
図形の性質として判断できることは(3)で回
答できることの基本の力と考えていたが，そ
の繋がりが強いとはいえないことがわかる。
これは，穴埋め問題のような部分的に回答が
できた生徒でも，命題の仮定を意識し，図に
引きずられない仮定をもとに図で思考でき
る生徒は全体の 26％，さらに，理由の内容ま
での生徒は全体の 16％しかいない。仮定を前
提に証明を考える力の決定的な不足に注意
したい。 
【設問２】について  
 (1)で，証明が「正しい」と判断した生徒
は全体の 90％，そして「正しいとはいえない」
と判断した生徒は 9％(15 人)である。その 15
人のうち 5 人はある妥当な考えをもって，正
しいとはいえないと答えている。 
 (2)で，「正しいとはいえない」と判断した
生徒は 69.7％(115 人)，その理由をみると，
「証明の必要がない」の内容は３通りあった。 
・１つ目は「明子さんの図にしたがって，頭
の中で正男の図で証明してから，証明の必
要がない」と判断している。当然の帰結と
して直ぐ「必要がない」と判断するのでは
なく，正男さんの図で｢必要がない｣と導い
ていることに注意したい。逆説的には「正
男さんの図」が証明の必要なしを導いてい
るといえよう。 

・２つ目は証明内容よりも図そのものに着目



し，「図２を９０°回転させると図３にな
り」，したがって，「本質的な条件は変わら
ないから」を理由にして判断している。ど
ちらの場合も判断するためには，生徒は明
子さんと正男さんの２つの図を必要とし
たことに注意したい。 

・３つ目は他の定理を使って判断しているこ
とである。より一般的内容をもつ定理，例
えば，中２で既習済みの定理「平行四辺形
は，対角線の交点Ｏを対称の中心とする点
対称な図形である」からと結論する場合で
ある。この定理は，論証のふつうの順序か
らいえば，設問２の命題の後にくるもので
あり，３年生を調査対象としたことから，
本調査のねらいとは異なった回答となっ
たことはやむをえない。ただ強弁すれば，
３つ目の判断ができるためには，そのまえ
に，上２つのどちらかによる判断を生徒は
したはずである。 

  図形でいう図は形状と概念の構成物であ
る。そういう力があるから図を見ながら推論
できるのである。総合幾何の研究方法がそう
である。これは図形教育の基本を語っており，
実態調査から上記活動を意図した指導の必
要性を示している。 
 
（B）(A)を踏まえ開発した証明の教材で授業
を行い実証的にその妥当性を見る。 
(1)研究の流れと方法 
  中学校第２学年の図形指導内容は 
ア．平行線の性質  イ．三角形の合同条件   
ウ．四角形 
と大別できる。このウに関する授業を研究対
象として，次の研究の流れをとる。 
①事前テスト･･･ア，イの直後に生徒の実態
を把握するための事前テスト（プレテス
ト）を行う。 

②授業実施･･･ウについて授業実施をする。 
③事後テスト･･･ 授業実施後の事後テスト
（ポストテスト）を行い生徒の変容を明ら
かにする。 
ここでは②を示し，①，③については「（Ｃ）

指導前後の生徒の変容」で述べる。 
(2)指導計画と授業の実際 
1)指導計画  
①事前テスト(３（B）調査問題を含むテスト） 
②２つの正三角形（復習，条件にあった図，
図形を動的に捉える）      ２時間 

②’生徒が②の仮定を変えて解決するレポー
ト課題（冬休みの課題） 

③平行四辺形の性質        ２時間 
④平行四辺形の性質の利用      １時間 
⑤平行四辺形になるための条件 
（定理とその逆他）        ３時間 
⑥いろいろな四角形（三角形の中に現れる平
行四辺形）           ２時間 

⑦三角形・四角形の中点（中点連結定理・は
と目返し）           ２時間 

⑦’はとめ返しの課題レポート 
計  １２時間                                                            

2)実際の指導実施・対象 
①時期：平成２５年１２月中旬～平成２６年
２月上旬 

②指導対象：国立大学附属中学校第２学年３
クラス（３の調査対象と同じクラス） 

③指導者：研究代表者 
(3)指導の実際と生徒の反応－取り上げた図
に焦点をあてた問題－       ・・・・略 
 
(C)指導前後の生徒の変容 
(1)研究の流れと方法 
研究の流れは（Ｂ）で述べた。ここではそ

の①事前テスト(プレテスト)と授業実施後
の③事後テスト(ポストテスト)で，生徒の変
容を明らかにした。 
(2)調査による生徒の変容の把握と考察 
1)調査のねらい･･･（Ｂ）では，「図」を顕在
させる指導内容を考察しその実際につい
て報告した。ここでは，証明と図に関する
指導前と指導後の生徒の意識についての
現状とその変容について，全体的な傾向を
調査を通して明らかにすることをねらい
とする。 

2)調査対象･･･（Ｂ）の授業実践を行った生
徒を対象とした。 

3)調査時期： 
調査Ａ･･･指導前の実態調査（プレテス

ト）平成２５年１２月中旬 
   調査Ｂ･･･指導後の実態調査（ポストテ

スト）平成２６年３月中旬 
 ※調査 A は指導実践１週間前，調査 B は指

導実践１ヶ月後の実施である。 
4)調査方法，調査時間･･･調査問題を調査Ａ，

Ｂとも同一問題で実施した｡ 調査時間
は 10～15 分であった。 

5)調査問題とその意図 
・調査問題･･･略 
・出題のねらい･･･命題の図を吟味し， 
 ○図がひとつで十分であるとわかったと

きは，命題に使われる図は，代表元とし
て１つでよい。 

 ○図が複数あるとわかったときは，命題に
使われる図は，複数のそれぞれの場合に
ついて，部分的な代表元としてそれぞれ
考える必要がある。 

6)結果と考察 
①設問(1)のプレテスト・ポストテストの調
査結果と考察 

  設問(1)の明子さんの証明についての「正
しい」「正しいとはいえない」の判断の結果
で，その理由についての回答の傾向をまとめ
たものである。この結果から次のことがいえ
る。 
ア．多少であるが，明子さんの証明を「正し
いとはいえない」という回答はポストでは
増えている(5％)。      

イ．アの理由については，プレで「証明の記
述」を中心とした「正しい」と判断したも
のが減り，ポストで「問題の図２以外の場
合」について考える必要があることに着目



したものが増えている。 
②設問(2)①プレテスト・ポストテストの調
査結果と考察 
結果から次のことがいえる。 

ア．「正しい」と判断したものがプレからポ
ストで 10％程減少している。多くの理由は，
証明の内容が足し算であろうと引き算で
あろうと演算の答えはあっており，等号関
係は成り立つことを述べている。通常，証
明は円周角の定理に代表されるように演
算の結果が負の数になる場合は別の証明
の仕方を提示するが，生徒は代数としての
世界で処理をすることが自然であると受
け止めている表れであろう。 

イ．「正しい」「正しいとはいえない」のどち
らにも，「明子さんの証明に対して自分の
意見を述べる」ものがあり，プレからポス
トにかけてはその傾向が 7％程減っており，
設問に対するきちんとした対応ができる
ようになり，図と証明の関係やその視点が
定まってきた生徒が増えたと考えてよい
だろう。 

③設問(2)②プレテスト・ポストテストの調
査結果と考察 
結果から次のことがいえる。 

ア．「正しい」と判断したものがプレからポ
ストにかけての結果は大きな変化はなか
った。 

イ．「正しい」「正しいとはいえない」のどち
らにも，「明子さんの証明に対して自分の
意見を述べる」ものがあるが，プレからポ
ストにかけてはその傾向が 8％程減ってお
り，「正男さんの意見に対して自分の意見
を述べる」が 20％程増え，問に対するきち
んとした対応ができるようになり，図と証
明の関係やその視点が定まってきた生徒
が増えたと考えてよいだろう。 

④設問(2)①②のプレテストの調査結果と考
察･･･略 

⑤設問(2)①②のポストテストの調査結果と
考察･･･略 

⑥調査全体を通した結果の考察 
全体を通して，プレからポストにかけて，

生徒の回答には図に対する気づきや図と証
明の関係を考えることが増えている。プレか
らポストの生徒の変容については，証明の内
容において傾向が異なる。プレからポストを
考察し，図と証明に対する関係を捉える生徒
の姿勢は積極的になってきており，これは指
導の成果であるといえる。 
 
(D)命題で使われる図の「変数」を，１つか
ら２つ，３つと増やす教材開発の視点 
(C)では，証明指導に図の「変数性」・「定

数性」に着目する指導や教材開発が生徒の証
明の意義や証明の理解に有効に働くことを
実証的に示した。ここでは，さらなる視点と
して図の「変数」を１つから２つ，３つの増
やすことによる教材例や指導法を見いだし，
実証的に示すことができた。その例が「情報

端末を活用した図形課題の探究」の授業であ
る。本研究の意図が充分に発揮できる愛知教
育大学飯島康之先生が開発したアプリで，情
報端末上で指でそれを動かし，生徒自ら「図
の定数性」と「図の変数性」の視点をもつよ
うになり，条件を拡げる意義，つまり，図の
「変数」を１つから２つ，３つの増やすこと
による図形の性質とその仮定が発見でき，図
形の見方が豊かになっていく過程も見るこ
とができた。 
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