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研究成果の概要（和文）：　研究代表者がこれまでの研究の中で構成した一般超幾何関数を周期積分に持つ射影直線上
の数論的Calabi-Yau族の幾何学的、および数論幾何学的な性質に関して成果を得た。特に、奇数次元の場合に、ある退
化ファイバーにおける半安定族で、その特異ファイバーでの既約因子が2つで一方が有理的、他方が数論幾何学的に面
白い数論的多様体になるものが存在することを示し、その既約因子の有理係数のコホモロジーを決定した。3次元の場
合には特異ファイバーの既約因子の保型性を証明した。
 また、2次元のとき、2進半安定族をある2のみで分岐するZの分岐拡大上で構成し、至る所良い還元を持つある代数体
上のK3曲面を構成した。

研究成果の概要（英文）： We studied properties of the arithemtic family of Calabi-Yau varieties, 
constructed by the representative of this research, for which the period integral is a generalized 
hypergeometric functions. In particular, if the dimension is odd, we found a semistable family around a 
degenerated fiber such that the number of irreducible components of the special fiber is two among which 
the one is rational and the other has an interesting natures with respect to arithmetic geometry. In 
particuler, we proved the modularity of the special fiber in dimension 3.
In the case of dimension 2, we constructed a semistable family over an extension
of Z which is ramified only at 2 and got a K3 surface over an algebraic number field such that it has a 
good reduction everywhere.

研究分野：数論幾何学

キーワード： 超幾何関数　剛性カラビ・ヤウ多様体　半安定的退化　整係数コホモロジー　ガロア表現　保型性　2進
還元
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１．研究開始当初の背景 
 
 ガウスの超幾何微分方程式の一般化である

α = (1/2, 1/2, . . . , 1/2), β = (1, . . . , 

1) を指数に持つn+1階線形常微分方程式に対

して、研究代表者の都築は一般超幾何関数

n+1Fn(α, β; λ) を周期積分に持ち、

Z[1/2] 上の射影直線をパラメータ空間とし、

λ = 0, 1,∞のみで特異ファイバーを持つn 

次元カラビ・ヤウ多様体族を具体的に構成し、

λ = 0 での退化からコホモロジー(ベッチ、

ドラム、l 進エタール、クリスタリン) 族と

その整構造を2 べきねじれ部分を除いて決定

した(論文執筆中)。その応用として、連携研

究者の山内は総実代数体に値を持つファイバ

ーに付随するガロア表現の保型性を示した。

この数論的カラビ・ヤウ多様体族は楕円曲線

のル・ジャンドル族の自然な高次元化になっ

ていて、一般のn に対しては今まで知られて

いないものであった。 

 研究代表者による数論的カラビ・ヤウ多様

体族ですら知られていなかったように、高次

元の数論的多様体族の興味ある例は今まで多

くは知られていない。一般超幾何関数などの

線形微分方程式系を周期微分方程式に持つ高

次元の数論的多様体族を構成することに一つ

の意義があり、そこには整数論的にも数理物

理的にも美しい応用がある。 

 
２．研究の目的 
 
 一般超幾何微分方程式などの有理数体係数

関数体上の線形微分方程式系に対して、大域

的な整構造を決定することは、整数論や表現

論・数理物理などの様々な分野における不変

量の整数性問題に幅広い応用を持つ。この研

究では、与えられた線形微分方程式系を周期

微分方程式に持つ有理整数環Z 係数のパラメ

ーター空間上の完備で滑らかな代数多様体族

(数論的多様体族) を構成し、退化やガロア表

現などの数論幾何的な視点から種々のコホモ

ロジーの整構造の性質を考察することを目的

とする。 

 数論的微分方程式の背景にある幾何を考察

して、その整構造を研究する。特に、指数が

一般の高次超幾何微分方程式を周期積分に持

つ数論的多様体族を構成して、その幾何学的

性質を研究する。一般高次超幾何関数を周期

積分に持つ開多様体族の良いコンパクト化を

導入して、その特異繊維での退化の様子を考

察し、ベッチ、ド・ラム、l進エタール、p進

の各相対コホモロジーを決定し、各コホモロ

ジーの整構造を導入して、幾何学的な性質を

考察する。また、特異な素数での還元の幾何

的状況を調べる。さらに、各繊維での一般超

幾何局所系のモジュラー性を考察する。 

 この研究の一つの特徴は、一般の次元の数

論的多様体族を具体的に構成して、その幾何

を考察することである。そのためには、闇雲

に多様体族を考えては必ずしもうまくいかな

いし、数学的に意味があるものにはならない。

超幾何関数のような特殊関数やその一般化は、

関数等式等の幾何学的な現象の現れを持って

いて、さらに数学全体に様々な形で現れてき

ている。一般超幾何関数の良い幾何、特に数

論幾何学的な意味で、を具体的な形で深く掘

り下げて考察することは、数学全体に発露し

ている一般超幾何関数の横へのつながりをよ

り深く理解する可能性をもたらす。 

 
３．研究の方法 
 
 具体的に与えられた代数多様体族の数論的

な意味での滑らかなコンパクト化を美しい形

で構成するためには、代数幾何学・数論幾何

学の種々のテクニックを有効に適用する必要

がある。この研究では、数論的なコホモロジ

ー論、保型性などの整数論、および、代数幾

何と数理物理を専門とする研究代表者、連携

研究者が一体となり、相互に連絡し合いなが

ら研究目的の達成を目指す。 



  研究代表者は、指数1/2, ・,・,・,1/2

と1, ・,・,・,1の場合の一般超幾何関数を周

期積分に持つλ-射影直線から3点0, 1, ∞を

除いた数論的曲線上の数論的カラビ・ヤウ族

の構成した。この多様体族に対して、 

（i）λ=1の周りでの特異ファイバーの退化 

の考察 

(ii)2進還元の考察 

を行う。さらに、連携研究者である鹿児島大

学の山内卓也はλ=1の周りでの特異ファイバ

ーのモジュラー性と期待すべきL関数の関数

等式を考察する。 

 λ=1の周りでの半安定族の構成が最初の問

題であり、数論幾何学の様々な手法、例えば、

有限体上の有理点の個数の計算やモノドロミ

ー・重みスペクトラル系列などを用いて、λ

=1の周りでの半安定族の特異ファイバーに現

れる多様体のコホモロジーを決定する。また、

保型性に関しては、Frobenius跡の計算による

ものと、モジュラー多様体との間の代数対応

の構成が考えられ、両方法で考察する。 

 
４．研究成果 
 

 研究代表者が構成した一般超幾何を周期積

分に持つ数論的Calabi-Yau族の幾何的および

数論幾何的な性質に関して成果を得た。特に、

3次元の場合に特異ファイバーの既約因子の

保型性を証明した。 

 研究代表者が構成した指数が1/2, ・・・, 

1/2と1,・・・,1の一般超幾何関数を周期積分

に持つ2を可逆にした整数環上のλ-射影直上

λ=0, 1, ∞以外の外で射影的かつ滑らかな

Calabi-Yau族になる。3次元以上の奇数次元n

に対して、λ=1における退化ファイバーを考

察して 

(i) λ=1における半安定族の構成、特に既 

約因子が2つで一方が有理的、他方Yが数

論幾何的に面白い数論的多様体になるこ

と、 

(ii)Yの有理係数コホモロジーの決定、 

(iii)Yのホッジ数の決定、 

(iv)n=3のときはYは剛性Calabi-Yau多様体に 

  なり、中間次元のコホモロジーは重さ4 

  のレベルが8のモジュラー形式からくる 

ことを証明した。(i)の判安定族の構成は、有

理多様体族上の2重被覆であることと有理多

様体上のブローアップを利用する。有理コホ

モロジーの決定においては、2重被覆になって

いること、重み-モノドロミースペクトル系列

の考察による。nが3の場合だけYに付随する複

素多様体がCalabi-Yauになり、Hodge数の考察

から剛性となる。普遍楕円曲線族の直積から

の写像を具体的に構成し、Yの保型性を幾何的

方法で証明した。この結果は、3次元剛性

Calabi-Yau多様体の保型性予想の具体的な一

例になっている。また、保型性に関しては、

連携研究の山内がFourier係数とFrobenius跡

の比較から数論的な証明を与えている。 

 さらに、この多様体族に対して、2進還元を

考察し、2進族のgenericなモデルの具体的な

構成をした。genericな方程式は決定できるが、

一般の次元ではその滑らかなコンパクト化の

構成は今後の課題として残った。2次元の場合

はコンパクト化を具体的に構成することがで

きる。応用として、ある代数体の素点上で至

る所良い還元を持つK3曲面が具体的に構成で

きる。 
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