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研究成果の概要（和文）：ミンコフスキー時空内の世界面に付随する焦点集合の特異点を記述する為の幾何学的枠組み
を構成し、３次元ミンコフスキー時空の場合にその特異点の分類を実行した。その結果、従来から知られているユーク
リッド空間内の曲面の焦点集合の特異点の分類結果とは異なることが解った。この世界面に付随する焦点集合は理論物
理における「多元宇宙」モデルの境界と考えることが出来る。

研究成果の概要（英文）：We constructed a geometric framework for describing the caustics of world sheets 
in the Minkowski space-time and gave a classification of the singularities of the caustics in the 
3-dimensional Minkowski space-time. The caustics of world sheets are considered to be boundaries of one 
of the "multiverse" models in theoretical Physics.

研究分野： 微分位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
ブレーン宇宙論は素粒子物理学から派生し
て現れた理論物理学の分野で、最近非常に活
発に研究されている。それはバルク空間と呼
ばれる高次元のローレンツ空間内にあるブ
レーンと呼ばれるローレンツ部分多様体の
様々な性質を研究する分野であると言える。
我々の宇宙をこの４次元ブレーンと考え、基
本粒子はすべてブレーン内に存在し、重力の
みバルク空間内を移動出来るというモデル
である。現代物理学では重力は光速で伝播す
ると考えられるので、ブレーンから発せられ
る重力が光的超曲面を構成し、そこからバル
ク空間内に事象の地平線が現れ、その地平線
を境として、異なる宇宙が存在するという多
元宇宙理論のモデルともなっている。しかし、
このブレーンの幾何学的性質や事象の特異
点の定性的、定量的性質の研究は当時ほとん
ど存在しないと思われた。 
 
２．研究の目的 
本研究ではブレーン宇宙論や素粒子物理学
に現れる高次元ローレンツ多様体(バルク空
間と呼ばれる)におけるブレーンと呼ばれる
時間的部分多様体の微分幾何学的性質・位相
幾何学的性質、特に高次元ブラックホールの
形状などのいわゆる事象の地平線の特異点
に関連した性質に対して、以前に開発したル
ジャンドル・ラグランジュ特異点論を応用す
る方法を用いることによって研究すること
が主要な目的である。特に、超弦理論に付随
して知られているプレーン宇宙論のモデル
や AdS/CFT 対応として知られている予想に
付随して、高次元宇宙論が物理学では盛んに
研究されているが、そこに現れる「土星型」
や｢トーラス型｣のブラックホールが現れる
数学的な理由について特異点論の観点から
研究し、これらの特異点と理解される現象に
対する新たな幾何学的不変量を発見するこ
とが目的である。 
 
３．研究の方法 
ルジャんドル・ラグランジュ特異点論をバル
ク空間内のブレーンの微分幾何学に応用す
るためには、基本的には２つの方法が考えら
れる。一つはローレンツ変換(もしくはその
部分群の作用)で不変な関数の族を定めそれ
に対して関数族の開折理論を適用し、ルジャ
ンドル・ラグランジュ部分多様体を具体的に
構成しその特異点を直接研究する方法であ
る。もう一つはバルク空間のローレンツ計量
から自然に定まるアイコナル方程式のコー
シー問題として定式化することにより、特性
曲線の方法を用いて解き、対応するルジャン
ドル・ラグランジュ多様体を構成し、その特
異点を研究する方法である。本研究では、こ
れら有力な２つの方法を並行して用いるこ
とにより研究が推進される計画であったが、
主として前半部分の方法が用いられた。 
そのために、主に、特異点論やローレンツ微

分幾何学に興味を持つ専門家との研究打ち
合わせや関連する研究集会への参加及び成
果発表などを通して、研究が推進された。 
 
４．研究成果 
平成２４年度の成果としては、素粒子物理学
やブレーン宇宙論における反ドジッタ―空
間内の一般余次元の空間的部分多様体に沿
った光的超曲面の特異点の特徴付けと対応
する部分多様体の幾何学的性質についての
性質に関する研究を推進し、対応する焦点集
合の特徴づけや一般余次元の空間的部分多
様体に沿った光的超曲面の特異点の特徴づ
けを与えることに成功した。 
平成２５年度には、前年度からの継続として
反ドジッタ―空間内の世界面から出る焦点
集合を記述するための、幾何学的枠組みの構
成を行った。世界面はブレーン宇宙論におい
て、我々の属している宇宙そのものと考えら
れ、余次元１の空間的部分多様体の１径数族
として与えられるものである。このモデルで
は、基本粒子はすべて世界面上に存在し、重
力のみが世界面から飛び出してバルク空間
(この場合の反ドジッター空間)内を自由に
動き回る事が可能であると考えられている。
現代物理学では、重力は光速で伝播すると考
えられるので、世界面における各空間的部分
多様体から発せられる光的超曲面の特異点
の軌跡がこの高次元宇宙の境界を与えると
考えられる。このモデルはいわゆる「多元宇
宙」のモデルのひとつと考えられている。本
研究ではこのモデルを純粋に数学的に扱い
前年度の研究成果としては空間的部分多様
体から発せられる光的超曲面がルジャンド
ル多様体の波面として記述されることを示
したが、世界面はそのような空間的部分多様
体の１径数族なので、波面の伝播理論が応用
可能であることに気がつきその幾何学的枠
組みの構成を行った。 
平成２６年度では、反ドジッタ―空間では分
かりにくい部分が多いので、より簡単なモデ
ルである、ミンコフスキー時空内における超
世界面に対して前年度以前と同様な幾何学
的枠組みを構成し、特に３次元ミンコフスキ
ー時空の場合に世界面に付随する焦点集合
の特異点のジェネリックな分類を与えた。そ
の結果、通常のユークリッド空間内の曲面に
対して定まる焦点集合の特異点の分類とは
異なることが分かった。この研究成果は、ミ
ンコフスキー時空という無重力状態の場合
にあげられた成果ではあるが、一般の重力を
もつ時空内の場合の単純なモデルとしての
意味がある。同様な方法は、反ドジッタ―空
間やドジッタ―空間の場合にも適用可能で
あると思われる。 
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