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研究成果の概要（和文）：暗黒エネルギーおよび宇宙の加速膨脹の数理的解析には，非コンパクト空間（有限の大きさ
ではない空間）上のローレンツ幾何，リーマン幾何，非線形楕円型偏微分方程式，特にそれらの無限遠における挙動に
関する新しい問題意識，枠組みが必要になる．本研究では，この問題への第一歩として，共形場理論による代数的・複
素解析的アプローチを取り，コンパクト・リーマン面のモジュライ空間の無限遠における，共形ブロックと呼ばれるベ
クトル空間の挙動を詳細に調べ，そのために必要な作用素の代数のスペクトル解析の理論を整備した．

研究成果の概要（英文）：To develop mathematical analysis on the dark energry and accelerating universe, 
we should study Lorentz geometry, Riemannian geometry, nonlinear elliptic partial differentia equations 
on a noncompact space (space with infinite size), especially the behavior on the ends at infinity, and 
new framework on those issues. We took an algebraic-complex analytic approach to these problems. We 
investigated the behavior of the vector spaces called "conformal blocks" at the infinity of moduli spaces 
of compact Riemann surfaces, and developped the theory of spectral analysis of the operator algebras 
asssociated with these.
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１．研究開始当初の背景 
(1) 近年の宇宙物理は，全く新しい観測デー
タが爆発的に増加し，今までには想像もつか
なかったことが明らかになってきた．中でも
宇宙の加速膨脹については，これをわれわれ
人類の新しい幾何学的直観として，新しい幾
何学の基本的観点を手に入れることが期待
される． 
(2) 一方で，1980 年代に明らかになった，4
次元ユークリッド空間の異種微分構造は，い
まだその次のステップに進んだ理解に達し
ていない現状にあった．これは，4 次元異種
微分構造の研究が，コンパクト多様体の場合
のゲージ理論，インスタントンのモジュライ
空間の幾何学に基づいていて，4 次元ユーク
リッド空間という非コンパクト空間の場合
における，インスタントンのモジュライ空間
の幾何学を直接扱うものではないことが一
因と考えられる．しかし，非コンパクト空間
上でインスタントンのモジュライ空間を考
える場合の，無限遠における漸近条件をどう
取るのが，今考えたいことにとってふさわし
いのかに手がかりがなく，また，インスタン
トン数も無限のものを考える必要があるの
かどうかもわからない．そこで，その準備と
して，非コンパクト空間上のより易しい問題
が求められた． 
 
２．研究の目的 
(1) 4次元ユークリッド空間の異種微分構造
の理論への新しい刺激として，宇宙の加速膨
脹の数理，特に暗黒エネルギーの数理を位置
づけ，これを扱う基礎的技法の開発を目指す． 
まず，加速膨脹する時空の無限遠に幾何学は
どうあるべきか．定常的な時空であるならば，
無限遠としてコンパクトな空間と時間軸の
直積を考えることが自然であり，コンパクト
空間上の既成の枠組みが使えるが，加速膨脹
する時空の場合は，無限遠も時間とともに加
速膨脹する上，その重力場の時間発展も非自
明であって，特異点はトンネル効果も考慮に
入れる必要があるかも知れない． 
(2) 一方，4次元ユークリッド空間の異種微
分構造の理論に応用された，ヤン・ミルズ理
論，非線形楕円型偏微分方程式の理論の非コ
ンパクト空間上における取り扱いに関する
新しい枠組みを開発することが大きな目標
である．4 次元空間自身，インスタントン数
１のモジュライ空間の無限遠と見なすこと
ができるので，4 次元空間の無限遠は，モジ
ュライ空間の無限遠でもある．モジュライ空
間は，何らかの幾何学的対象をパラメトライ
ズするものであり，モジュライ空間の無限遠
は，対応する幾何学的対象の退化に対応して
いる．そこで，幾何学的対象の退化を調べる
ことが，モジュライ空間上の無限遠において
非線形偏微分方程式を考える際の自然な漸
近条件が何になるのかを知る手がかりとな
ることが期待される． 
 

３．研究の方法 
(1) ソボレフ半ノルムとヘルダー半ノルム
の理論を特にスケーリングに対する重みと
補間不等式のシステムとして形式化するこ
とを試みる．このとき，ヘルダー半ノルムと
ソボレフ半ノルムはうまくつながって，ソボ
レフ埋め込み定理が証明される．非コンパク
ト空間上ではレリッヒの定理が成り立たず，
その帰結を見極めることが問題となる． 
(2) また，非コンパクト空間の無限遠の制御
のモデルケースとして，ある幾何学的対象の
モジュライ空間における退化の挙動に着目
する．特に，リーマン面の退化に関する共形
ブロックの挙動と，それを制御する作用素の
代数のスペクトル解析，また，作用素の代数
の表現のテンソル積の理論を調べる． 
ここで作用素と言ったのは，頂点作用素と
呼ばれるものである．頂点作用素は，リーマ
ン面上の点における作用素である．2 つの頂
点作用素は，対応する 2つの点を無限に近づ
ける際，近づく方向に依存して定義される． 
作用素の積という基本的概念が，点つきリー
マン面の退化において定義されるのであり，
リーマン面のモジュライ空間の無限遠の挙
動に付随して現れるのである．そこで，頂点
作用素の代数の構造が，モジュライ空間の無
限遠の挙動の解析の問題として，どのように
読み取れるかを理解したい，という問題意識
に導かれる． 
 
４．研究成果 
(1) 暗黒エネルギーおよび宇宙の加速膨脹
の数理的解析には，非コンパクト空間（有限
の大きさではない空間）上のローレンツ幾何，
リーマン幾何，非線形楕円型偏微分方程式，
特にそれらの無限遠における挙動に関する
新しい問題意識，枠組みが必要になる． 
 本研究では，この問題への第一歩として，
共形場理論による代数的・複素解析的アプロ
ーチを取り，コンパクト・リーマン面のモジ
ュライ空間の無限遠における，共形ブロック
と呼ばれるベクトル空間の挙動を詳細に調
べ，そのために必要な作用素の代数のスペク
トル解析の理論を整備した．これは土屋昭博
氏（東大カブリ IPMU）との共同研究である． 
(2) 頂点作用素代数の作用素をフーリエ級
数に展開したときの係数に現れる作用素た
ちのなす代数を考える．この代数は自然なフ
ィルトレーション構造をもつ．この代数の表
現であるベクトル空間としても，自然なフィ
ルトレーション構造をもつものを考える．こ
の代数の生成元は自然に与えられるが，問題
は関係式である．関係式は無限の項をもって
いる．自然なフィルトレーション構造に関す
る有限性をもつ表現に限定した場合にのみ，
この関係式は有限項になる． 
(3) 代数にとってもっとも基本的な表現は，
正則表現，すなわちその代数自身を代数の表
現であるベクトル空間と見なしたものだが，
これは，自然なフィルトレーション構造に関



する有限性をもたない．そこで，正則表現の
代わりに，自然なフィルトレーション構造の
定める位相に関して稠密な，有限性をもつ表
現が必要になる．それが正則双加群と呼ばれ
るものであるが，本研究において，正則双加
群の，より自然な，適用範囲がより広い定式
化に成功した．この代数は，ヴィラソロ代数
のハミルトニアンに由来するハミルトニア
ン作用素をもつ．正則双加群への左右からの
ハミルトニアンの作用により，2 変数多項式
環の正則双加群上の表現が得られるが，実は
任意のベクトルが有限次元表現に含まれる．
すなわち，正則双加群においてヒルベルト・
スキームやヤング図形が自然に内在してい
ることがわかる．ヒルベルト・スキームは，
インスタントンのモジュライ空間の無限遠
の挙動を統制する対象である． 
(4) 頂点作用素は，リーマン面上の点に付随
しており，n 点関数は，リーマン面上の n 個
の点の位置の関数になる．n 点関数を自然に
誘導するものが共形ブロックというベクト
ル空間である．これは，点つきリーマン面の
モジュライ空間上のベクトル束であって，平
坦な接続をもつものである．したがって，こ
のベクトル空間は，ある意味でリーマン面の
複素構造には依存せず，位相的に定まってい
るものだと言える．リーマン面が退化する際，
共形ブロックがどのように振る舞うかが問
題である．退化したリーマン面，すなわち安
定代数曲線に対する共形ブロックとして，新
たに生じた二重点に正則双加群を置いたも
のを考える．種数 0の代数曲線の場合，大域
的な座標を取ることができるので，退化のよ
うすをあからさまに書き下すことができる．
中山の補題を用いて，モジュライ空間の無限
遠における共形ブロックの挙動が，二重点に
正則双加群を置いた場合の安定代数曲線に
対する共形ブロックをモデルとして記述で
きることがわかる．これを因子化と言う． 
(5)一般の種数のリーマン面に対しても，座
標系に依存しない，層を用いた定式化を遂行
することが可能になる．共形ブロック上の接
続の構成も，この定式化の下で，座標系に依
存しないものとして行うことができる．ヴィ
ラソロ代数の中心拡大の問題，リーマン面の
点における局所座標系の1次の項の固定の問
題，およびそれが安定代数曲線の二重点にお
いてどのように扱われるべきかという問題，
n 点関数が定義される空間の自然な構成の問
題，など，一般の種数のリーマン面に対する
共形ブロックの構成に際しては，基本的な問
題があるが，いずれも満足の行く形で理論を
定式化することができた．その際，Knudsen
による安定代数曲線の関手的な理論が応用
される．理論が関手的であるおかげで，特定
の局所モデルにおける細かい計算が，点つき
安定代数曲線のモジュライ空間の塔の上の
共形ブロックの大域的理論に延長できる． 
(6) 正則双加群は，因子化において現れるが，
因子化は，頂点作用素代数の表現のテンソル

積の構成においても現れる．正則双加群への
片方への代数の作用を考え，これをリーマン
面上の点の一つにおいて，別の点に頂点作用
素代数の表現をおく．そして共形ブロックや
その双対である余不変式空間を考えると，正
則双加群へのもう一つの代数の作用により，
共形ブロックや余不変式空間に，頂点作用素
代数の表現の構造が入る．この手続きにより，
リーマン面上に指定された点の上に置いた
頂点作用素代数の表現たちのテンソルが得
られる．これをフュージョン・テンソル積と
よぶ．これがモノイダル圏をなすことは，因
子化の議論を通して得られる． 
(7) また，正則双加群を 2点に置いた共形ブ
ロックを考えると，頂点作用素代数の表現か
ら，作用素の代数の双加群が得られる．これ
を加群／双加群対応とよぶ．2 つの双加群に
対して，そのテンソル積が自然に定義される．
このとき，加群／双加群対応が，フュージョ
ン・テンソル積を双加群のテンソルに移すこ
とが，やはり因子化によって確かめられる． 
(8) 頂点作用素代数の表現論は，表現のなす
アーベル圏が半単純になる場合には土屋・上
野・山田による因子化の理論があった．これ
を表現のなすアーベル圏が半単純でない場
合に拡張することが問題である．具体的には，
対数共形場理論のW代数の表現論が基本的な
例を与えている．表現のテンソル積の理論が
整備されることにより，表現のなすアーベル
圏が半単純でない場合の解析が進み，対応す
る量子群の表現論へと，研究が現在進展中で
ある． 
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