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研究成果の概要（和文）：工学的によく現れるタイプのベクトル値偏微分方程式に対する有効な数値計算方法を提案し
、その計算スキームに対する理論解析を行った。
対象とした問題は、Landau-Lifshitz方程式、Ericksen-Leslie equation、 局所誘導モデル(Localized Induction mod
el)などであり、それぞれのモデルの解が満たすべき幾何学的な特性やエネルギー構造など離散化においても継承する
数値計算スキームを構築し、離散解の一意存在条件や誤差解析を行った。また、厳密解が構成可能な問題については、
厳密解と数値計算の解の比較を行い、本提案の計算手法の有効性を示した。

研究成果の概要（英文）：We propose effective numerical schemes for vector-valued partial differential 
equations in engineering fields and give some theoretical analyses to
 these schemes. The target problem are the Landau-Lifshitz equation, Ericksen-Leslile equation, Localized 
Induction model and so on. We construct structure-preserving schemes for these models, that is, the 
proposed schemes inherit a geometric property and energy structure from the original problems and show 
the existence and uniqueness of the finite difference solutions and also error estimates. For the problem 
which exact solutions are known or constructible, we compare the numerical solutions with the exact 
solutions and show the effectiveness of our proposed schemes.

研究分野：応用数学
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１．研究開始当初の背景 
 
 非線形発展方程式の数値解法で従来より
重要視されている観点には、「計算スピード」
「計算精度」があり、それぞれ数値解法の理
論が発展してきている。一方、例えばハミル
トン系に対するシンプレクティック法のよ
うに、方程式のもつ性質・構造を離散化にお
いても保持する「構造保存型数値解法」の有
用性は広く認識されてきている。分担者の降
旗は、ある種の非線形偏微分方程式に対して、
変分構造を離散化においても保存する「離散
変分導関数法」を提案し、幅広いクラスの偏
微分方程式に対する構造保存型数値解法の
理論展開を行った。特に、Cahn-Hilliard 方
程式などのように、従来の数値計算法では長
時間計算が困難であった問題に対しても、こ
の方法により導出された数値計算スキーム
では安定に長時間計算が可能になるなど、こ
の方法論の有用性を示してきた。 
 一方、磁性体中の電子スピンを記述する
Landau-Lifshitz 方程式などのように、工学
的に重要である数理モデルの中には、ベクト
ル値関数で記述される解が球面などの多様
体に制限されている問題がある。しかし、離
散変分導関数法においては、そのような幾何
的制約に関する構造の継承は考えられてい
ない。研究代表者は本研究課題に先行する研
究において、ベクトル値関数が球面上へ制限
されるという幾何構造を継承する差分スキ
ームを提案した。スキーム導出の際、離散変
分導関数法は使用していないものの、提案し
た差分スキームはエネルギー構造も継承し
ていることが示された。これは、幾何構造と
変分構造の両方を同時に継承する数値解法
の構築が可能であることを示している。 
 
２．研究の目的 
 
 上記の研究の背景にあるように、本研究で
はこれまで構造保存型数値計算法の系統的
解析の対象としてあまり取り上げられてこ
なかった、幾何構造を伴うより広いベクトル
値非線形発展方程式に対し、その幾何構造と
変分構造の両者を同時に継承する差分法の
構築を第 1の目的とする。ここでは、工学分
野に現れる代表的なベクトル値非線形モデ
ルに対して数値計算を行い、有用性を示す。
更に、離散変分導関数法などに代表されるよ
うな系統的な数値計算スキーム導出法につ
いての考察を行う。 
 
３．研究の方法 
 
 幾何構造と変分構造を同時に継承する差
分法を構築するため、本研究課題では、研究
代表者が幾何構造保存の見地から、分担者の
降旗が変分構造保存の見地から研究を進め
る。それぞれの方法においては、差分スキー
ムの構成方法に自由度があることが見込ま

れるため、その自由度を明らかにし、これを
利用し両構造を同時に保存する差分スキー
ムを構成するための理論的に整合性のとれ
た枠組みを構築する。そのために、それぞれ
の研究の進展をお互いにフィードバックし
ながら、相互の研究を進めこれを融合する。
また、多様体上に値が制限されているベクト
ル値関数の発展方程式で記述される典型的
な数理モデルに対して、提案した差分スキー
ムによる数値シミュレーションを行ない、有
効性を示すと共に、差分スキームの理論解析
へのフィードバックを行なう。 
 
４．研究成果 
 
 対象とした数理モデルごとに記す： 
 
・Landau-Lifshitz 方程式に対する研究 
 この方程式は、強磁性体中の電子スピンの
運動を記述するモデルであり、解は単位球面
上に値を持つベクトル値関数となり、また、
外部磁場が無い場合はエネルギー散逸系と
なることが知られている。本研究に先立つ研
究により、これらの構造を継承する差分スキ
ームの開発はできていたが、更にその解析を
進め、有限回の反復打ち切りにおいても幾何
構造を保存する反復法を開発し、それに対す
る誤差評価を得た。また、外部磁場が入った
場合には、ある種のエネルギー等式が成立す
ることが分かるが、これの離散版のエネルギ
ー等式を満たす構造保存型差分スキームを
開発し、その理論解析および数値実験による
有効性の確認を行った。 
 
・渦糸の局所誘導モデルに対する研究 
3 次元流体中の渦糸の運動に対する局所誘導
近似により得られる数理モデル(Localized 
Induction Equation: LIE)に対する構造保存
差分スキームを開発し、その理論解析を行っ
た。このモデルの解ベクトルの接ベクトルは
長さ保存構造を持ち、かつ、エネルギー保存
系になることが知られている。本研究では、
この接ベクトルに対する構造保存型差分ス
キームを開発し、差分解の一意存在定理等の
理論解析を行った。更に、このモデルに軸対
称流を仮定してより高次まで導出した発展
版の数理モデルに対する構造保存差分スキ
ームを開発した。これについては、現在論文
化を行っている。 
 
・Ericksen-Leslie モデルに対する研究 
このモデルは、液晶中の配向ベクトルの運動
を記述するモデルであり、液晶分子を取り囲
む流体の方程式(Navier-Stokes 方程式)と液
晶分子の向きの運動を記述する方程式の連
成モデルであり、上記２つの研究と異なり単
独方程式でない。この数理モデルに対して、
幾何構造、エネルギー構造、非圧縮性の３つ
を満たす構造保存型差分スキームを開発し、
その理論解析と数値計算による有効性の確



認を行った。 
 
以上の研究を通し、少なくとも単位球に値を
持つタイプの幾何学的制限については、これ
を実現する構造保存型差分スキームの導出
が可能となった。エネルギー構造を継承する
構造保存型差分スキームの導出法との融合
については、研究期間中に達成が出来なかっ
たが、これは今後の課題としたい。 
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