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研究成果の概要（和文）：物理学をはじめとする自然科学における様々な現象を記述する偏微分方程式の数学的研究は
極めて重要である．しかしながら，双曲型方程式の典型例である波の伝播を記述する波動方程式と放物型方程式の代表
例である熱の伝播を記述する熱方程式とは，その解の振る舞いが著しく異なるため，その研究手法も研究者の層も乖離
しているという現状がある．
強い減衰項を有する波動方程式は，ある種の放物型性を発現するという，研究代表者の予備的研究を基に，減衰項を有
する抽象双曲型方程式が放物型性を獲得するメカニズムを明らかにし，双曲型性と放物型性との間に横たわる階層構造
を解明した．

研究成果の概要（英文）：It is very important to pursue mathematical study for Partial Differential 
Equations which describe various phenomena arising in natural sciences such as Physics. However, since 
the behavior of solutions of wave equation, a typical example of hyperbolic equation, and heat equation, 
a typical example of parabolic equation, is quite different to each other, the method of study and the 
group of researchers are both separated. Based on the fact that wave equation with strong dissipation 
acquires some parabolicity which was detected by research representative, we studied some abstract 
hyperbolic equation with strong dissipation and clarified the mechanism of acquiring the parabolicity and 
revealed the hierarchical structure underlying between hyperbolicity and parabolicity.
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1. 研究開始当初の背景

時間発展をともなう偏微分方程式は，通常，波動方程

式に代表される双曲型方程式，シュレディンガー方程

式に代表される分散型方程式（ここでは，双曲型方程

式と分散型方程式をまとめて「双曲型方程式」と記す

ことにする），さらには，熱方程式・拡散方程式に代

表される放物型方程式に大別されることが多いが，「双

曲型方程式」と「放物型方程式」とでは，その研究手

法が大幅に異なるばかりでなく，それぞれの研究者の

層も大きく分離している．このような状況を生じさせ

ている主たる原因として，両分野にまたがる数学的研

究課題がほとんど存在していないという事実が挙げら

れる．西原健二氏（早大）や楢崎隆氏（東海大）等は，

弱い減衰項をもつ波動方程式

(WDW) utt − ∆u + ut = 0, (x, t) ∈ RN ×
(0,+∞), (u, ut)|t=0 = (u0, u1)(x), x ∈ RN

を研究し，(WDW) は「平滑化効果」は有しないもの
の，その解は t → +∞ で，熱方程式の解に漸近する

（即ち，w を (WDW) と同じ初期条件を満たす波動
方程式 (W) wtt − ∆w = 0 の解とし，h を (H)
ht − ∆h = 0, h(0) = u0 + u1 の解とすると，w の
t → +∞での漸近形はw(x, t) ∼ h(x, t)+e−t/2w(x, t)
で与えられる．i.e., u の双曲型性から由来する部分 w
は指数的に減衰し，放物型性を起源とする部分 h に
漸近する）ことを示した．　この事実は「(WDW) は，
通常の意味での放物型ではないものの，t → +∞ では
放物型的振る舞いをする」ことを意味しており，ある

意味で「弱い放物型性」を有していることを示唆して

いる．

2. 研究の目的

　上に述べた観点から，研究代表者者はかねてより，

両分野にまたがる研究課題を探索していたが，その糸

口となる，強い減衰項 −∆ut をもつ波動方程式

(SDW) utt − ∆u − ∆ut = 0, (x, t) ∈ RN ×
(0,+∞), (u, ut)|t=0 = (u0, u1)(x), x ∈ RN

が放物型方程式の特性の一つである「平滑化効果」を

有する事実を見出した．本研究の主たる目的は，強い

減衰項をもつ双曲型方程式が，どのようしてに放物型

性を獲得するかを明らかにし，双曲型性と放物型性に

横たわる階層構造を解明することにある．

3. 研究の方法

双曲型性と放物型性との間に横たわる階層構造を解明

するためのプロトタイプモデルとして，

(DW)α utt − ∆u + (−∆)αut = 0, (x, t) ∈ RN ×
(0,+∞), (u, ut)|t=0 = (u0, u1)(x), x ∈ RN

を考える．ここで，(−∆)α は −∆ の α-位の分数冪
（α ∈ [0, 1]）をあらわし，(DW)α は，α = 0 の時
(WDW)， α = 1 の時 (SDW) と一致する．双曲型
と放物型を別ける現象として, (a) 平滑化効果 (b) 解
析半群の生成 (c) 有限伝播性 (d) 生成半群の L∞

における有界性 (e) 比較定理の成立 をとりあげ, そ
れぞれどこに，これ等の現象が発現する α の臨界値が
あるかを検証し, 双曲型性と放物型性との間に横たわ
る階層構造の解明の糸口を探る. さらに, シュレンディ
ンガー方程式などの分散型方程式に対しても, 同様の
試みを行う.

4. 研究成果

強い減衰項をもつ波動方程式

(DW)α utt −∆u+ (−∆)αut = 0 をモデルに，実ヒ
ルベルト空間 H 上の正値自己共役作用素 A に対し

(E)α utt +Au+ cAαut = 0　
の放物型性に関して研究した．(但し， Aα は A の α
位の分数冪作用素, c は正定数）

(1) （解の存在・一意性・滑らかさ） (E)α を含む，か
なり一般的な抽象方程式に対する，解の存在・一意性

及び解の滑らかさに関する結果が得られた．

(2) (コンパクト性) H = H ×D(A1/2), U = (u, ut),

AU = (−ut, Au+ aAαut) とおき，(E)α を

(AE)α dU(t)/dt+AU(t) = 0 と書き直す．

D(A1/2) が H にコンパクトに埋め込まれているとい
う仮定の下で以下が成り立つ．

1⃝ 0 < α < 1 の時，A のレゾルベント (I + A)−1

は コンパクト作用素になる．

2⃝ 1 ≤ α の時， (I +A)−1 はコンパクト作用素に

ならない．

この事実は，放物型方程式の特徴の一つであるリゾル

ベントのコンパクト性が α = 1 を閾値として失われる
という事を意味し，「α が大きくなればなるほど，減衰
効果が増すので，放物型性も増すであろう」という常

識的な予想を覆す極めて重要な知見である．

(3) (時間に関する平滑化）A によって H 上に生成さ
れる半群 S(t) の正則性に関して次の結果を得た．

1⃝ 1
2 ≤ α の時，S(t) は正則半群を生成し，次の評
価を満たす．

|AS(t)U |H ≤ C

t
|U |H ∀t > 0.



2⃝ 0 < α < 1
2 の時，S(t) は次の評価を満たす．

|AS(t)U |H ≤ C

tβ
|U |H (β =

1

2α
) ∀t > 0.

更に，A が非有界作用素で A−1 がコンパクトで

あれば，上の評価は β > 1
2α に対して成り立たな

い，即ち S(t) は正則半群を生成しない．

この事実は，放物型方程式の特徴の一つである生成作

用素から生成される半群の正則性の閾値が α = 1
2 で

あることを意味している．

(4) (空間に関する平滑化) 0 < α < 1の時は，(DW)α
の解は

u ∈ C∞((0,∞);D(An)) ∀n ∈ N

を満たすが，α = 1 に対しては，この事実が成り立た
ない事を，反例を示すことによって示した．即ち，空

間に関する平滑化現象をわける閾値は α = 1 となる．

(5) (解のバナッハ空間における有界性) 偏微分方程
式への応用を考える時，Lp-空間 (1 ≤ p ≤ ∞) や 連続
関数の空間における解の評価も重要な情報である．

この様な状況を想定して，新たなバナッハ空間 X を
導入し，L はヒルベルト空間 H 上の正値自己共役作
用素，バナッハ空間 X は，ある自然数 m が存在して
D(Lm) ⊂ X ⊂ H を満たし，X に制限された L は X
上の C0 半群を生成するものとする．この時，次の方

程式に対し次の結果を得た．

(L)2 utt + L2u+ cLut = 0.

c ≥ 2 とし，L は X で正則半群を生成するとする．
この時，初期値が

u(0) = u0 ∈ DX(L), ut(0) = u1 ∈ X,
DX(L) := {x ∈ D(L) ∩ X;L x ∈ X} を満たせば，

(L)2 の解 u(t) は次の評価を満たす．

∥u(t)∥+∥Lu(t)∥+∥ut(t)∥ ≤ C(∥u0∥+∥Lu0∥+∥u1∥),
ここで ∥u∥ は X のノルムを表す．

(6) (まとめ)

1⃝ 従来の放物型方程式においては，放物型性を特徴

付ける性質は色々存在するものの，「放物型性」は単一

な概念と見做されてきたが，(2)-(4) の事実は，放物型
性を特徴付ける性質によってその発現する α の閾値が
異なるという，「放物型性」とは単一の数学的概念をあ

らわすものではなく，その強さに関するヒエラルキー

構造を有した集合体的概念であることを明らかにした．
2⃝ (5) の抽象的結果は，H = L2(Ω), L = −∆,

D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), X = Lp(Ω) p ∈ (2,∞],

または X = C0(Ω) := {u ∈ C(Ω̄);u|∂Ω = 0} に対し
て応用できる．
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1⃝ Mitsuharu Ôtani and Vasile Staicu, Existence
esults for quasilinear equations with multivalued
terms, Set-Valued and Variational Analysis, Vol.22
(2014), pp. 859-877, DOI:10.1007/s11228-014-0289-
0, 査読有.

2⃝ Gaku Hoshino and Tohru Ozawa, Analytic
smoothing effect for nonlinear Schrödinger equation
in two space dimensions, Osaka J. Math., Vol.51
(2014), pp. 609-618, 査読有.

3⃝ Kenji Nishihara and Yuta Wakasugi, Critical ex-
ponent for the Cauchy problem to the weakly coupled
damped wave system, Nonlinear Analysis, Vol.108
(2014), pp. 249-259, DOI: 10.1016/jna.2014.06.001,
査読有.

4⃝ Alain Haraux and Mitsuharu Ôtani, Analyticity
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