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研究成果の概要（和文）：水素のクラスターや関連化合物は、宇宙の化学反応のキー分子として知られている。これら
は、軽い水素原子核の運動の量子効果を無視することができないため、Non-Born-Oppenheimer (Non-BO) 計算が本質的
に重要となる。本研究では、我々が開発してきたシュレーディンガー方程式の正確な解法をNon-BO計算へ拡張し、水素
分子イオンを対象に、電子・振動・回転励起状態の精密計算手法と、ポテンシャル面を逆算する解析法を提案した。ま
た、BO近似の元に水素クラスターのシュレーディンガー解の計算も行った。今後の複雑な水素関連化合物への応用に際
し、萌芽研究として理論的基礎を固めることができた。

研究成果の概要（英文）：Hydrogen clusters and its relative compounds are well known as the key molecules i
n space chemistry. Due to light hydrogen, however, the quantum effect of the nuclear motion cannot be igno
red and the non-Born-Oppenheimer (non-BO) calculation should be essentially important in these systems. We
 extended the method for solving the Schroedinger equations to the non-BO calculations especially for accu
rately describing the electronic, vibrational, and rotational excited states, using hydrogen molecular ion
 as a target. We also proposed the analysis method to obtain the potential curve from the non-BO wave func
tion. We also performed the very accurate calculations of the several hydrogen clusters on the BO approxim
ation. The present study could establish a new basic theoretical method for space chemistry as an explorat
ory research and we will apply it to more complex hydrogen related compounds in near future to explore mol
ecular evolution process in space.
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１．研究開始当初の背景 

 近年の天文学と宇宙科学の目覚ましい発
展により、望遠鏡や実験技術の進歩と共にあ
らゆる波長領域の分光を駆使することで、宇
宙の遥か遠くの星や星間空間の様子が分か
ってきた。また、記憶に新しい「はやぶさ」
の快挙により、宇宙の微粒子そのものを分析
することが可能となり、宇宙の分子進化や有
機物・生物の発生メカニズムの解明に繋がる
ものとして脚光を浴びている。一方、このよ
うな「宇宙の化学反応」は、地球上では不安
定な分子種やイオン種が中心的な役割を果
たし、宇宙で最も多く存在する水素のクラス
ターや関連化合物(H2+, H2, H3+, H3, H4+, H5+, 

H6+, CH+, CH3+等)が分子進化の出発点とな
り、C,N,O 原子からなる有機物の生成に繋が
ると考えられている。最近、星間塵表面での
有機物生成に繋がる分子進化過程の解明が
脚光を浴び、また超低密度・極低温の星間空
間、強磁場等の極限環境下でも、多種多様な
分子が形成されることが明らかになってい
る。また、宇宙の環境を模擬し、新奇の物質
開拓を行う実験分野も大きな成功を修めて
いる。しかし、未だこれらの物質科学現象の
多くが謎に包まれており、理論的研究による
解決が望まれている。 

 これらの化学反応は、地球上での常識的な
反応機構とは異なるメカニズムで進行する
ことが多い。例えば、適当な温度下ではポテ
ンシャル面の活性障壁を乗り越えて起こる
化学反応が、超低密度・極低温の宇宙空間、
あるいは星間塵表面上では、量子的なトンネ
ル効果により達成される。また、通常無視さ
れる原子核の運動の量子効果が、特に原子核
の軽い水素関連化合物では本質的に重要に
なる。これらの現象を解明し、宇宙の分子進
化の過程へと研究を発展させるためには、観
測・実験と併せ、量子論の第一原理に基づく
反応素過程を理論的に解明することが強く
望まれてきた。しかし、この分野の理論研究
は、分子雲中の分子進化のマクロな古典的シ
ミュレーションや、分子動力学シミュレーシ
ョンが主体で、反応メカニズムが分かってい
ない量子的現象に対してパラメータの不確
定性が大きい現状にある。一方、第一原理に
基づく量子化学計算を宇宙の物質科学の諸
問題に適用した例はあまり報告されていな
い。その理由は、現代の量子化学理論の多く
が、不安定なイオン種の取り扱いや超強磁場
などの特殊環境下の理論計算に困難を伴う
こと、また理論計算の精度が不十分で、精密
さが求められる当該分野に応用できる確信
を持てなかったことにある。 

 一方、よく知られているように、化学はシ
ュレーディンガー方程式 H E  によっ
て支配され、これを正確に解くことができれ
ば、様々な物質科学現象の正確な予言が可能
になる。我々は、これまで原子・分子のシュ
レーディンガー方程式の一般的解法を開発
し、予言学に足る高精度な量子化学の建設に

取り組んできた。我々の手法は開発途上では
あるが、最近理論と計算アルゴリズムの開発
が大きく進展し、中程度の原子・分子の計算
ができるようになった。現在、より大きな分
子系に向けた計算アルゴリズムを開発中で
あるが、一般的な星間分子は小分子であるた
め、現状の理論をそのまま適用できるターゲ
ットである。 

 

２．研究の目的 

 我々は、これまでに培ったシュレーディン
ガー方程式の解法の理論・方法論をベースに、
理論的アプローチにより量子的メカニズム
が主役となる宇宙の物質科学現象の理解と
予測を目的に研究を展開している。 

 本萌芽研究では、まずその第一歩として、
簡単な水素クラスターを対象とする。これら
は、その単純な構造にも関わらず、軽い水素
原子の自由度の大きさに起因し、複雑な電
子・振動・回転励起状態の絡む未知の物性や
現象が多い。しかし、既存の量子化学の理論
研究は、原子核の運動と電子の運動を分離す
るBorn-Oppenheimer (BO) 近似に基づく研
究がほとんどで、原子核の運動を量子的に扱
う Non-Born-Oppenheimer (Non-BO) 計算
がほとんど行われていない。その理由は、
Non-BO 計算への拡張に対する理論構造自体
の困難と複雑さにある。しかし、軽い水素原
子核を含む水素のクラスターや関連化合物
では、原子核の運動の量子効果を無視するこ
とはできず、トンネル効果・ゼロ点振動・共
鳴・散乱など、電子と原子核の運動が強くカ
ップルする現象の記述に Non-BO 計算は必
須である。一方、我々の理論体系は、系のハ
ミルトニアンを基に電子と核の運動を同時
に含む波動関数を展開するため、Non-BO 計
算における理論上の困難を伴わない。また、
シュレーディンガー方程式の正確な解法に
基づいているため、得られる解の精密さも保
証される。本萌芽研究では、このような
Non-BO 計算に対する理論的基礎と実用的方
法論や解析法の開発も目的とする。 

 

３．研究の方法 

 本研究では、シュレーディンガー方程式の
一般的解法として中辻により提案された自
由完員関数法(Free Complement (FC) 法)を
用いる。その特徴は、系を定義するハミルト
ニアン自身が、正確な波動関数を構成する完
員関数を自動的に生成するということにあ
る。適当な初期関数 0 から、ハミルトニアン
を露わに含む次式から繰り返し(オーダー)n
の波動関数 n を生成する。 

 1 1n n n nC g H E 
      (1) 

ここで、 g は原子・分子ハミルトニアンに存
在するクーロン発散項を抑える関数である。
右辺を、構成する独立関数(完員関数:

( )n

i )で
置き換えると FC 波動関数((2)式)が得られる。 
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未知変数: ( )n

ic は、積分を用いる変分法か積分
フリーなサンプリング法: Local Schrödinger 

Equation (LSE) 法かで決定する。前者は積
分可能な系に適用が限られるが、非常に高精
度な解の計算が可能である。一方、後者はサ
ンプリング法を用いるため、変分法に比べ数
値計算精度は劣るが、原理上どのような原
子・分子系にも適用が可能である。 

 上述のように、FC 法は系のハミルトニア
ンが系に適した波動関数を自動的に生成す
るため、原子核の運動項を含むハミルトニア
ンにより、Non-BO 計算の完員関数を効率的
に生成することができる。 
 
４．研究成果 
(1) Non-BO 計算に基づく H2+イオンの電
子・振動・回転準位 

 FC 法では、適当な初期関数にハミルトニ
アンをかけ、正確な波動関数への収束を得る
完員関数を生成する。Non-BO 計算では、電
子と原子核の座標を同時に扱い、H2+の計算
では以下の初期関数

0 を用いた。 

1 2,( ) ( ) ( ) 2

0 12 , 1 2

1

(1 ) exp( )exp( ( ) ) ( , )


  
       

   


J
l lj j j

e L M

j

P s R R Y   r r
 (3) 

ここで、座標は Hylleraas 座標( 1 2s r r  , 

1 2t r r  , 12R r ) を採用し、軌道指数
( )j , ( )j 及び定数 ( )j

eR は各励起状態の計算
の目的に合わせ、最適な値を導入した(発表論
文 2 参照)。 1 2,

, 1 2( , )l l

L MY r r は回転運動の対称性と
関連する球面調和関数である。 

 表 1 に、電子状態: 1 gs , 3 gd 、振動準位: 
v=0,1,2、回転準位: L=0-6 (1S, 3P, 1D, 3F, 1G, 
3H, 1I)に対応した絶対エネルギーと励起エネ
ルギーを示した。各状態解は、互いに相関す
る電子と核の運動を含み、シュレーディンガ
ー方程式の解として非相対論極限解とみな
すことができる。数 cm-1～数 100cm-1の回転
励起、振動励起、電子励起共に極めて精密な
値を計算することができ、宇宙でのマイクロ
波・赤外観測や実験と直接比較可能な理論値
である。 

 図 1 は、電子基底状態(1 gs )における振動
準位: v=0-14 に対し、電子座標を縮約した
密度関数をプロットした。Non-BO 計算で
は、自動的に振動の非調和性も導入される
ため、振動レベルが上がるほど、原子核の
振動はより解離に近づいていることが示さ
れている。 

 Non-BO 計算では、電子励起状態の各振
動・回転状態は電子基底状態の解離状態(連
続状態)に埋もれているため、厳密には共鳴
状態とみなされる。しかし、連続状態との
カップリングは小さいため、束縛状態とし
て計算しても影響はなかった。一方、複素
座標変換法を用い、複素平面回転角 θに関
する固有値の依存性を計算したところ、図

2 に示されるように、Re(E)=-0.3 a.u.付近
に未知の共鳴状態を検出した。この状態は、
電子が片側の水素原子核にトラップされた
状態であると推測される。極低温の宇宙で
は、これらの準安定共鳴状態も化学反応に
重要に寄与することが考えられる。 

 

表 1. Non-BO 計算に基づく H2+の電子・振
動・回転準位 

 

 

図 1. 高振動準位までの縮約密度関数 

 
図 2. 複素座標変換法による共鳴状態 

 



 

 

(2) Non-BO 解析的ポテンシャルカーブ 

 化学反応を理解する上で重要な量の一つ
として、結合や反応のポテンシャルカーブが
挙げられる。しかし、Non-BO 計算では、電
子・振動・回転準位に対応する解がハミルト
ニアンの固有状態として同時に得られ、ポテ
ンシャルカーブの情報を直接得ることがで
きない。そこで、本研究では Non-BO 波動関
数からポテンシャルカーブの情報を抽出す
る解析法を提案した。 

 Non-BO 波動関数は、電子と原子核の座標
を含むが、そのうちまず電子座標のみ積分し
た縮約密度関数を定義する。これは、H2+の S

対称性では、 

*

1 2 1 2( ) ' ( , , ) ( , , )  Rf R d r r R r r R    (4) 

と定義される。ここで、 'Rd は電子座標のみ
積分することを表している。 ( )f R は、原子
核の振動・回転運動の密度とみなすことがで
きるため、その平方根: ( ) ( )R f R は、
BO 近似における原子核の運動のシュレーデ
ィンガー方程式、 
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の解とみなすことができる。ここで、 は換
算質量、 ( )V R は今求めたいポテンシャルカ
ーブである。 ( )V R 以外は Non-BO 波動関数
の解から逆算して与えられるため、(5)式を
変形し、 
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として、ポテンシャルカーブを得ることがで
きる。BO 近似におけるポテンシャルカーブ
は、各 R で電子のシュレーディンガー方程式
を解いて得られる、エネルギーの離散的な点
の集合だが、Non-BOポテンシャルカーブ((6)

式)は、あらゆる R で解析関数として定義さ
れる。 

図 3 に、H2+の電子の基底・励起状態の
Non-BO 波動関数から得られた解析関数のポ
テンシャルカーブを示す。BO 近似で得られ
るポテンシャルカーブとほぼ一致し、僅かな
違いは Non-BO 計算における核の運動の効
果が反映されている。 

 

図 3. H2+の Non-BO ポテンシャルカーブ 

 

(3) 水素クラスターの計算 

水素クラスターは、宇宙の化学反応の出発
点であり、特に H3+や H5+は星間分子反応に
おいて最も重要なキー分子として知られて

いる。本研究では、FC-LSE 法を用い、図 4

に示す水素クラスターの精密なシュレーデ
ィンガー解の計算(BO 近似)を行った。 

表 2 に、H3+, H3, H5+で、FC 法のオーダー
に対する解(エネルギー)の収束過程を示す。
H3+,H3では、オーダー: n が 5 以上では絶対
値として 1 cm-1の精度(スペクトル精度)が得
られ、H5+でも n=4 で 1 kcal/mol 未満の精度
(化学精度)を達成している。 

このように、FC 法では信頼のおける十分
な精度でポテンシャル面を計算することが
でき、振動・回転準位や反応障壁を計算する
ことで、観測・実験に対し、理論的基礎デー
タを提供することができる。 

 

図 4. FC-LSE 法を適用した水素クラスター 

 

表 2. FC法による(上から)H3+, H3, H5+のシュ
レーディンガー解の計算 

 

 

 
 

(4) まとめ 

本研究では、シュレーディンガー方程式の
正確な解法を基礎に、宇宙の物質科学現象の
理解と予測に繋がる理論的手法の開発と応
用を行った。軽い水素が主役の宇宙化学では、
原子核の運動の量子効果を取り入れる
Non-BO 計算が本質的に重要である。本研究



 

 

では、FC 法に基づく Non-BO の精密計算手
法を開発し、Non-BO 波動関数から解析的ポ
テンシャルカーブを得る解析法も提案した。
最も簡単な H2+分子に適用し、これらの有用
性を確かめた。また、BO 近似の元に水素ク
ラスターのシュレーディンガー解の精密計
算を行い、観測・実験と直接比較が可能な十
分な精度の解を得ることができた。 

今後は、本萌芽研究の成果をより発展させ、
複雑な水素クラスターや水素関連化合物へ
応用する。シュレーディンガー方程式の正確
な解に基づき、全幅の信頼のおける理論研究
は他にはなく、宇宙の化学の反応機構の解明、
安定構造や精密な振動・回転構造、重水素置
換同位体効果など、宇宙での分子進化の理解
に重要な知見を提供していきたい。 
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