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研究成果の概要（和文）：主として離散時間の多項式システムや有理式システムを対象として，可換環や代数多様体の
理論を応用した解析と制御の理論を構築した．特に，可到達性と安定性に関して，新しい十分条件を得た．また，有限
評価区間の最適制御問題に対して，逆時間方向の逐次的な変数消去によって最適状態フィードバック制御の陰関数を導
出する新しい解法を得た．さらに，非線形システムの正準形およびフィードバック制御の代数的構成方法についても成
果を得た．特に，静的出力フィードバック制御によるモデルマッチング問題の解をすべて求める方法を見出した．これ
らの成果は，非線形制御理論の新しい発展可能性を切り拓くものである．

研究成果の概要（英文）：Theory of analysis and control for nonlinear systems has been developed by 
applying commutative algebra and algebraic geometry mainly to discrete-time polynomial systems and 
rational systems. New sufficient conditions have been obtained for reachability and stability, and new 
solution methods have been obtained for finite-horizon optimal control problems. The implicit function 
representation of an optimal state feedback control is derived by recursive elimination of variables in 
the stationary conditions for an optimal control problem. Moreover, new results have also been obtained 
about algebraic construction of canonical forms and feedback controllers of nonlinear systems. In 
particular, a complete parameterization of static output feedback controllers has been obtained for a 
model matching problem. These results are expected to open new directions of research in nonlinear 
control theory.
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１．研究開始当初の背景 
線形システムに対する制御理論はほぼ確

立されており，さまざまな問題を行列計算に
よって解くアルゴリズムが産学に広く普及
している．一方、現実の多くのシステムが非
線形システムであるにも関わらず，非線形シ
ステムに対する制御理論は実際に使える形
で整備されていない．このことが，さまざま
な分野における制御のさらなる高度化を阻
んでいる． 
それに対して，研究代表者は，過去の研究

において，多項式システムの可観測性解析や
無限評価区間最適制御問題に可換環論や代
数幾何学を応用することで，解ける場合があ
ることを示した．可換環とは，多項式の集合
のように加算と乗算が定義され必ずしも除
算は定義されない集合のことであり，代数幾
何学は，多項式の集合の共通零点（代数多様
体）について調べる数学のことである．代数
幾何学では可換環論が基本的な道具として
用いられる．多項式システムに関しては過去
にもある程度研究されているが，研究代表者
は従来以上に踏み込んで可換環論と代数幾
何学を利用することで新しい知見を得てい
る．したがって，今までの制御理論をすべて
可換環論や代数幾何学の立場から見直すこ
とには，学術的にも技術的にも挑戦の価値が
十分あると考えられる． 
 
２．研究の目的 
上記の背景を踏まえ，本研究では，多項式

システムや有理式システムを主な対象とし，
可換環論と代数幾何学を応用することでう
まく解ける問題設定を探索した．まず，最も
基本的な問題として，（１）有限の計算手順
による可制御性ないし可到達性の判別法，
（２）安定性の判別法，（３）最適制御問題
を確実に解くアルゴリズム，の構築を目指し
た．同時に，（４）数式処理言語による可換
環論的アルゴリズムの実装，も目標とした．
さらに，これらの成果を基礎として，（５）
可制御正準形や可観測正準形の多項式シス
テムへの拡張，（６）安定化状態フィードバ
ック制御の設計方法確立，そして，（７）幅
広い分野の実問題への応用も目標とした． 
 
３．研究の方法 
本研究では，代数的な手法を応用するため

に，主として離散時間の多項式システムない
し有理式システムを考えた．まず，可制御性
や可到達性に関しては，初期状態や入力系列
から状態への多項式写像の性質を代数的に
調べるというアプローチをとった．安定性に
関しては，多項式リアプノフ関数の存在を代
数的に確認する手法のほか，線形システムの
固有値による安定判別の非線形システムへ
の拡張も試みた．最適制御問題に関しては，
有限時間の 2点境界値問題に変数消去を逐次
的に適用し，最適状態フィードバック制御則
の陰関数表示を構成する方法を検討した．ア

ルゴリズムの実装については，数式処理言語
Maple や Mathematica によるツールの開発
を目指した．正準形に関しては微分幾何的ア
プローチを代数的な立場から見直すことで，
状態フィードバック制御の設計については
加群のグレブナー基底を応用することで，そ
れぞれ取り組んだ． 
 
４．研究成果 
離散時間多項式システムの可到達性に関

して，多項式写像特有の性質を使うことで簡
単な十分条件を得た．しかも，その条件はイ
デアルの包含関係として数式処理で確実に
判別できる．この成果は制御理論のトップジ
ャーナルに掲載された． 
安定性の判別に関しては，ベクトル場を状

態依存行列と状態ベクトルとの積で表現し，
状態依存行列によって生成されるリー環が
上三角化可能な場合に，局所漸近安定性と大
域漸近安定性の簡潔な十分条件を得た．この
成果も，制御理論のトップジャーナルに掲載
された． 
最適制御問題の解法として，停留条件であ

る2点境界値問題に対して終端条件から逆時
間方向に逐次的な変数消去を行って最適制
御の陰関数表示を導出する方法を提案し，局
所最適性の十分条件も与えた．この成果は制
御理論のトップジャーナルに掲載された．さ
らに，問題設定を少し限定すると，単なる写
像の合成によって最適制御の陰関数表示が
可能なことも発見した．これらの成果は，最
適制御という制御理論の重要課題に新しい
方向性を切り拓くものであり，推定問題の解
法や陰関数の最良近似問題など，他の問題設
定へ今後展開していくことが大いに期待さ
れる．最適制御問題の代数的解法は数式処理
言語 Mathematica で実現し，自動的に実行で
きることを確認した． 
正準形に関しては，微分作用素の非可換環

を使って線形システムに対する伝達関数の
概念を非線形システムに拡張し，その因数分
解を利用してフィードフォワード形での実
現を構成する方法を構築した．これは国際共
同研究の成果である．さらに，多項式システ
ムにおいて可識別な初期条件の集合を代数
多様体として表現し，その代数多様体を与え
るイデアルを利用して，大域的可観測なサブ
システムと不可観測なサブシステムへの分
解可能性が特徴付けられることを明らかに
した． 
状態フィードバック制御の設計方法とし

て，リー微分包含式という一般的な枠組みで
さまざまな問題が扱えることを示し，その完
全な解法も与えた．たとえば，多項式システ
ムの状態フィードバック制御に対して，ベク
トル場のモデルマッチング問題がリー微分
包含式に帰着でき，多項式環上の加群のグレ
ブナー基底を用いることで，すべての解をパ
ラメータ表示できることを明らかにした．さ
らに，一般的に困難な問題として知られてい



る静的出力フィードバック制御に対しても，
モデルマッチング問題がリー微分包含式に
帰着でき，さらに，部分環上の加群における
線形方程式に帰着できることを示した．解を
部分環から探すような線形方程式の解法は
知られていなかったが，本研究では準同型定
理を用いて方程式を変換し，グレブナー基底
を用いて確実に解けるイデアル所属問題に
帰着できることを示した．このような方法は，
フィードバック制御則の構造が制約された
さまざまな設計問題へと拡張できる可能性
がある． 
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