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研究成果の概要（和文）：多変数多項式系を用いていろいろな物理学的な現象を記述でき、この方程式系の高率的な求
解は基礎的な位置を占めている。辞書式順序グレブナー基底（lex Gbで略記）はこの目的を達成するために主流な方法
である。残念ながら、この辞書式順序によるグレブナー基底を計算するのは一番難しいである。
本研究計画の目的は、lex Gbの構造を一層把握することで、高速なアルゴリズムへの進歩を与えることである。新しい
補間式を設置した後、lex Gbの構造が簡単にわかった。その構造を生かして、lex Gbの分解に対して新しい高率なアル
ゴリズムを提案した。それで、より小さい方程式が出力されることから、より高速に求解できる。

研究成果の概要（英文）：Systems of multivariate polynomial equations allow to describe a variety of physic
al phenomenon and solving them efficiently is thus a fundamental problem. Lexicographic Groebner bases (la
ter on "lex Gb") are the mainstream tool to achieve this task. The particular lexicographic order is unfor
tunately the most difficult order to compute Groebner bases. The aim of this project was to grasp furtherm
ore the structure of these lex Gb and to open the way to new improvements for their computation. After hav
ing set up new interpolation formulas, we could easily deduce the structure and obtain the first upper bou
nds on the bit-size of their coefficients.
Then, from the structure we have understood how to set up a new efficient decomposition algorithm of lex G
b, in order to get smaller and thus easier to solve polynomial systems. Moreover, with Prof. Yokoyama (Rik
kyo University) we found out how to derive a new efficient algorithm to remove multiple solutions.
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 辞書式順序グレブナー基底（次に lex Gb
で略記）は多変数多項式連立法手式の救解の
主流な主流である。Lex Gb に対する先行研究
が、lex Gb の構造を含めていろいろ存在して
いた。だが、lex Gb の補間方式はまだ簡明で
おらず、構造から結果を得るために不十分な
状況であった。 
 
(2) 不十分の例外としては、2 変数の lex Gb
の場合、構造も補間式も完全に理解されてい
た。3 変数の場合、補間式を設置でき、本研
究のきっかけであった。その時点、期待でき
る結果のすべてを代数的に得られるか、ある
いは根の集合の幾何を利用するか、不明であ
った。 
 
(3) lex Gb の「分解」アルゴリズムに関して
は、1992 年に一つが発表された。一方任意
の lex Gb を扱うことができ、一方重いグレ
ブナー基底のルーチンに基づいている。上記
の 3 変数に対する予備研究によると、ずいぶ
んより速い多項式の割り算だけを利用する
アルゴリズムが存在する可能性がわかった。
ということは、進歩の余地がたくさんある状
況であった。 
 
２． 研究の目的 
(1)まず、より明確な lex Gb の「構造」を紹
介してから、それに依存している新たな lex 
Gb の「分解」アルゴリズムを設定するという
主要な目的である。 
 
(2) その構造と身近な関係がある補間式も明
らかにし、自分の先行論文の工夫を適用して
明確な（ある程度）lex Gb のビット長の上界
を計算することを計画した。 
 
(3) その後、lex Gb の一般化としての block 
order という単項式順序によるグレブナー基
底に上記の構造と補間式に適用することを
計画した。このような順序によるグレブナー
基底は、パラメータを含む多変数多項式系を
適切に扱うことができるから重要である。 
 
 
３． 研究の方法 
(1) 応募の時点には、主要な lex Gb の構造
を 2 変数の lex Gb 同様に代数的に得ると考
えたが、実際に重複根がある場合に、特別な
構造が表示されない反例を見つけた。応募の
「研究実施目的」に掲載した方法（代数的に）
と違い、「研究が当初計画どおりに進まない
時の対応」に掲載した方法(補間式、根の集
合の幾何を用いて)により進んだ。目的に影
響が概ねおらず、結果の範囲は重複根なしの
lex Gb(次に、radical lex Gb で略記)に制限
されることになった。 
 
(2) 主要な補間式から、「研究計画・方法」

に説明した通りに進んだ：構造、係数のビッ
ト長に対する上界、分解アルゴリズムの設定
などを設置した。 
 
４．研究成果 
(1) radical lex Gb に対する簡明な補間式と
構造を得た。 
(発表○1 、関連論文は投稿中。図 1を参照) 

 
  
(2) lex Gb を計算する際に、係数のビット長
が増大し、メモリ不足となる恐れがあり、入
力された多変数多項式連立方程式のパラメ
ータから、出力される lex Gb の係数に対す
るビット長の上界を計算した。入出される方
程式系の変数の個数を n、最大の次数 d、最
大の係数のビット長を hとすれば、出力され
る lex Gb の係数は最大 
              O(n h d2n) 
ビット長がある。この上界は、被約グレブナ
ー基底に適用されず、補間式から自然に推定
される特殊な lex Gb のみに適用される。実
際によく使われている被約グレブナー基底
に対する上界を計算するのはより複雑であ
り、記載するのも難しいである。 
（表○3 、関連論文を大分完成した）。 
 
(3) lex Gb を分解するアルゴリズムに関し
ては、明らかにした構造を生かすことで、多
項式割り算だけを利用する初の lex Gb 分解
ゴリズムを設定した。分解された部分は、幾
つかのより小さい lex Gb を成し、その幾つ
かの方程式の解からなる集合を計算するた
めに、より効率である。先行研究はグレブナ
ー基底のルーチンに基づいているから、計算
量を見積もりにくいのに対して、提案したア
ルゴリズムの計算量を以下通りに大まかに
見積もることができた： 
         O(n s2 d2 )、 

 

  

 

 図 1：補間式の例(3 変数) 
 



ただし、変数の個数を n、最大の次数 d、lex 
Gb にある多項式の個数を sとする。 
(発表○2 、○4 、関連論文は準備中。図２を参
照)。 
 
(4)本研究計画の「２.研究目的（３）」の一
般化については、実際、この目的を達成する
のに 2年間は短かった。なぜならば、応募の
時に想定していたエフォート 70%は楽観的過
ぎ、実際に 2012 年１１月から、教育などで
20%程度に減少した。 
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 図 2: 根の集合の分解の例(3 変数)とその数式 
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