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研究成果の概要（和文）：丸め誤差や打ち切り誤差などの全ての誤差を考慮した上で、数学的に正しい結果を数値計算
によって導く計算法を精度保証付き数値計算と呼ぶ。本研究では、特定の初等関数や特殊関数の計算について、倍精度
数だけを利用して（高可搬）、倍精度数の倍の精度を（高精度）、精度保証付きで達成する（高信頼）、既存手法より
実行時間が早い（高速）、計算アルゴリズムの設計法を提案した。これにより、現在使っている計算機環境のまま、わ
ずかなソフトウエアの変更で、従来の精度の倍の結果を精度保証付きで得られる高速なアルゴリズムの構築に成功した
．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to develop a framework of 4H-Algorithm for some 
elementary and special functions. Here, the 4H-Algorithm means a fast numerical algorithm retaining high 
reliability, high accuracy and high portability. In this research, we have proposed algorithms based on 
error free transformations for real elementary functions. Moreover, we succeeded in developing algorithms 
for some special functions based on an integration over semi-infinite interval, for example, the modified 
Bessel function of the second kind.

研究分野： 数値解析

キーワード： 高精度計算　誤差解析　精度保証付き数値計算
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１．研究開始当初の背景 
	 本研究提案者は本研究課題の開始前に，積
分区間の端点に特異点を持つ一変数関数の
積分に対して，従来の近似計算と比べほぼ同
じ手間で常に正しい結果を返す高信頼・高可
搬・高速な数値積分法を提案した．提案手法
は結果の相対誤差を保証するものであった
が，この計算法を用いて倍精度数の倍の精度
の結果を得るにはハードウエアの大幅な変
更が必要と考えられていた．この問題の本質
は高信頼・高可搬・高速という特徴を保ちな
がら高精度化を行なう難しさにあり，被積分
関数の中で出現する基本演算（四則演算や平
方根）でさえこれらを実現できず，積分結果
の精度が向上しない直接的な原因となって
いた． 
	 この問題を解決するために本研究提案者
は，エラーフリー変換を基礎とし，倍精度数
のみでその倍の精度を達成する近似計算法
を考案した．提案手法は結果が倍精度の倍に
僅かに及ばないことがあるがほぼその精度
を達成し，高可搬かつ高速という特徴を保ち
つつ高精度化を達成した．さらに本研究提案
者はこの手法を厳密に解析し，明示的な誤差
上限の証明とその計算法を提案することで， 
高精度・高可搬・高速という特徴を保ちつつ
高信頼な手法を達成した． 
	 このような背景により，初等関数計算法の
多くは基本演算（四則演算や平方根）を基に
構成されるため，それまでに準備を重ねた技
術を基礎として，初等関数計算法の高可搬で
高精度かつ高信頼な高速計算手法を構成で
きると予想した． 
 
２．研究の目的 
	 本研究の目的は，工学で頻繁に現れる初等
関数（三角関数，双曲線関数，それらの逆関
数）や特殊関数（誤差関数，ガンマ関数など）
に対して， 
 
高可搬 
	 倍精度数のみ利用しどの計算機でも動く 
高精度 
	 倍精度の倍の精度の出力が可能 
高信頼 
	 すべての誤差を考慮し絶対間違えない 
高速 
	 既存手法と比べ高速 
 
という 4 つの特徴を持つ計算アルゴリズム
（4H-Algorithm : High portability, High 
accuracy, High reliability and High speed 
Algorithm）の設計法を構築することである． 
	 これが実現されると容易に高速かつ高精
度な計算を扱うことができるため，誤差の配
慮という最も煩雑な部分からアルゴリズム
の設計者を解放することが期待でき，工学の
様々な分野で革命的な変革がおきると期待
できる．また，倍精度数だけで倍精度数の倍
の精度の結果を得るため，多倍長の計算手法

の道標となることが期待できる． 
 
３．研究の方法 
	 本研究は，初等関数と特殊関数の高可搬で
高精度かつ高信頼な高速計算法について研
究するものであった．	
	 平成 24,	25 年では，4H-Algorithm	設計の
突破口になりうる初等関数を２クラスに分
け，それぞれの 4H-Algorithm	の原理的な可
能性を明らかにした．ここで，２クラスとは	
	 1)	初等関数（双曲線関数・三角関数）	
	 2)	初等関数（逆双曲線関数・逆三角関数）	
である．	
	 平成 26 年度以後は，前年度までの成果と
既に実現された高精度・高可搬・高速な数値
積分計算法を組み合わせ，特殊関数に関する
高精度・高信頼・高可搬・高速な計算法
（4H-Algorithm）の体系的な構築法を明らか
にした．	
	
４．研究成果	
双曲線関数と三角関数の構築	
	 初年度である平成 24 年度は四則演算の	
4H-Algorithm	とエラーフリー変換を組み合
わせ，また，その誤差解析を行なう事で双曲
線関数と三角関数の	4H-Algorithm	を構築
する事を目的とした．浮動小数点数を用いた
数値計算システムで双曲線関数を計算する
際は，桁を有限桁しか保持する事ができない
ことが原因となり大きなキャンセレーショ
ンが発生する．この問題に対し，キャンセレ
ーションの根本的原因となる	exp(x)-1	の
部分に対し，計算法の中で計算することなく
事前に保持することで大きなキャンセレー
ションを回避した．これにより双曲線関数は
従来の高速性を失うこと無く高精度な計算
を行なう事ができるようになった．また，三
角関数の計算においては，入力値が非常に大
きな値であっても出力値は小さな結果にな
りうるため，入力値の引き戻しを行なう必要
がある．しかしこの引き戻しの工程にはほぼ
確実に計算誤差が混入してしまい，その結果
出力値が小さいような入力では大きく間違
った結果を返すことになっていた．この問題
に対して，内部で必要な場所に必要な精度だ
けの高精度計算を用いた引き戻しを行なう
事で，この問題を回避した．これには円周率
の値を高精度に保持する必要があったが，エ
ラーフリー変換に基づく方法を用いて，高精
度な結果を得ることができるように設計を
行なった．また，両関数においてそれらで発
生するすべての誤差を考慮した誤差解析を
行ない，これらの	4H-Algorithm	を達成した．	
	
逆双曲線関数・逆三角関数	
	 二年目である平成 25 年度は，平成 24 年度
に達成した双曲線関数と三角関数の構築で
得た知識と，四則演算の	4H-Algorithm・エ
ラーフリー変換を組み合わせ，逆双曲線関数
と逆三角関数の	4H-Algorithm	を構築した．



これら逆関数の計算法は，従来利用していた
浮動小数点数を和の形に分解する手法を直
接利用することができず，これまで構築した
技術を再利用することが非常に困難であっ
た．この問題に対して，浮動小数点数を乗算
の形に分解する新たな手法を考案し，従来利
用していた和の形に分解する技術をベース
として逆関数計算の誤差解析を行ない，逆双
曲線関数と逆三角関数の計算法の	4H-Algo	 	
rithm	の構築を行なった．	
	
ガンマ関数	
	 三年目である平成 26 年度は，これまでに
達成した初等関数の	4H-Algorithm	を組み
合わせ，無限区間の精度保証付き数値積分法
の構築を行った．これは，積分法によって計
算される特殊関数計算法構築の基礎になり，
特にガンマ関数の	4H-Algorithm	構築にお
いては，大きな役割を果たす．これまで無限
区間の精度保証付き数値積分法は一般的な
方法としては構築されておらず，特定の問題
に対し，無限区間を積分区間の長い有限区間
とそれ以外の区間に分けて計算されていた．
より具体的には，有限区間は従来の有限区間
の精度保証付き数値積分を用い，それ以外の
部分は関数の上限関数を考え，上限関数の積
分値を解析的に求めたものを利用していた．
そのため，精度と計算速度の両面で近似計算
には大きく及ばないものであった．この問題
に対し，無限積分として高精度な結果を得る
ことができる二重指数関数型数値積分公式
を用いることで，高精度かつ高信頼な無限積
分の値を得る計算法の構築に成功した．これ
には共同研究者である岡山による誤差評価
式を利用している．この計算法を用いると，
正則性の確認は必要になるものの，厳密な誤
差上限を得ることができ，高精度な結果を得
ることも容易になった．		
	
変形ベッセル関数	
	 最終年度である平成 27 年度は，これまで
に達成した初等関数の構築で得た知識と，四
則演算の	4H-Algorithm・エラーフリー変換
を組み合わせ，無限積分によって表現される
特殊関数，特に変形ベッセル関数の精度保証
フレームワークの構築を行った．これまで半
無限区間の数値積分に対する精度保証法は，
被積分関数ごとに数学的な解析が必要であ
ったため，汎用的な精度保証法の構築は簡単
ではないと考えられてきた．この問題に対し
て，近年，二重指数関数型積分公式に基づく
誤差解析が行われ，半無限区間の積分を変数
変換により，誤差解析の行いやすい形に変更
する方法が提案された．この方法は，半無限
積分を直接扱える点で画期的であるが，誤差
定数の計算が簡単ではないという問題点が
あった．この問題点に対し提案手法では，従
来手計算が必要であった箇所に，最大値の原
理を基礎とする複素区間演算を用いること
により，半無限区間の誤差上限が汎用的に計

算できるようになった．	
	 また，変形ベッセル関数の計算に於いては，
被積分関数の中に指数減衰する項が含まれ
ているが，それ以外の部分をブラックボック
スとして計算を行うと，誤差定数が発散する
ことがあった．この点に対し提案手法では，
指数減衰項・多項式項・それ以外の部分に分
け，被積分関数に多項式が含まれていても誤
差定数が発散しない定理を与えた．この方法
は，従来法では精度保証できない形状の半無
限積分でも，被積分関数内の項を別個に取り
扱うことで精度保証が行えることを示して
おり，この精度保証フレームワークが本研究
課題を更に発展させ，より複雑な関数に対し
ても	4H-Algorithm	を構築することができ
ることを示唆している．	
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