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研究成果の概要（和文）：本研究では，証明の学習の中でも，証明と論駁の活動に着目し，証明と論駁に関する生徒の
活動を捉える枠組みを構築することを目的とした。この目的を達成するために，数理哲学者ラカトシュの主著『証明と
論駁』の検討，及び中学校において授業の観察と分析を行った。そして，事柄を論駁する反例（大局的反例）への対応
と，証明を論駁する反例（局所的反例）への対応に分けて，生徒の活動を捉える枠組みを構築した。

研究成果の概要（英文）：This study addresses mathematical activity of proofs and refutations, aiming to 
construct a framework for describing such activity by students in mathematical learning. For that 
purpose, I examined Proofs and Refutations (Lakatos, 1976), observing and analysing mathematical lessons 
in secondary schools. This study constructs a framework for describing students’ reaction to a global 
counterexample, a counterexample that refutes a statement, and to a local counterexample, a 
counterexample that refutes a proof.

研究分野： 数学教育学
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１．研究開始当初の背景 
 証明は数学の学問研究に特徴的な目的か
つ方法であるとともに，証明の学習指導は創
造的，論理的に考える力の育成に結び付く。
このことから，近年，学校数学において証明
の学習が重要であることは世界的に認知さ
れている。ところが，多くの生徒が証明を構
成することができない，証明を単なる学校で
の「儀式」としてしか認めていない等，証明
の学習状況は我が国に限らず国際的に見て
も望ましくない。こうした証明の学習状況を
改善することが，数学教育に関する研究領域
において国内及び国際的に重要な課題とな
っている。 
 本研究では，上述の課題を解決するために，
次の二点に着目した。第一は，証明と論駁の
活動を学校数学の場に位置づけることであ
る。数理哲学者ラカトシュは，数学が証明と
論駁を繰り返しながら発展してきたこと，及
び推測を改良する際に証明が有効に機能す
ることを，実際の数学の歴史を踏まえて示し
ている。したがって，この証明と論駁の活動
を学校数学に位置付けることは，数学の学問
研究を反映した真正な学習を実現すること
につながるといえる。さらに，生徒が証明と
論駁の活動を実体験することを通じて，証明
を単なる儀式としてではなく，推測を改良す
るための有効な方法として捉えるようにな
ることが期待される。 
 第二は，生徒の活動を捉える枠組みを構築
することである。証明と論駁の活動は生徒に
とって容易であるとは限らず，それゆえ生徒
の活動を教師がいかに支援すべきであるか
ということが極めて重要な課題となる。もし
も生徒の活動を的確に捉えるための枠組み
を構築することができれば，生徒の実態に即
した学習指導を展開することが可能になる
と期待される。 
 
２．研究の目的 
 以上より，本研究では，証明の学習の中で
も，証明と論駁の活動に着目し，証明と論駁
に関する生徒の活動を捉える枠組みを構築
することを目的とした。 
 
３．研究の方法 
 本研究では，上述の研究目的を達成するた
めに，次に示す手続きで研究を進めた。 
（１）暫定枠組みの構築 
 数理哲学者ラカトシュの著作『証明と論
駁』を主要な研究として，他に数理哲学及び
数学教育学の文献を参照する。これらの文献
講読に加えて，研究代表者が所有する既存の
データの分析を通じて，生徒の活動を捉える
ための枠組みを暫定的に構築する。 
（２）予備調査の実施と分析による暫定枠組

みの洗練 
 中学校において授業観察を実施し，暫定的
に構築した枠組みによってそれらの授業を
記述することができるかどうか検討する。そ

して，記述できない授業が観察された場合に
は，暫定枠組みを修正する。 
（３）本調査の実施と分析による枠組みの有

効性の検証 
 まず，（１）及び（２）の結果を踏まえて，
生徒の活動を捉えるための枠組みを最終的
に確定する。次に，中学校において授業観察
を実施し，その枠組みによってそれらの授業
を記述することができるかどうか検討する。
そして，その検討を通じて，構築した枠組み
の有効性を検証する。 
 
４．研究成果 
 本研究では，証明と論駁の活動の中でも，
生徒が事柄あるいは証明を論駁する反例に
直面した際にどのような対応をとるかに焦
点を当てた。以下では，ラカトシュが用いた
用語に基づき，事柄を論駁する反例（大局的
反例）への対応と，証明を論駁する反例（局
所的反例）への対応に分けて，研究成果を述
べる。 
（１）大局的反例への対応 
 大局的反例に直面した場合の対応として，
少なくとも，事柄の範囲を狭めて反例を除外
する行為と，反例の場合に成り立つ事柄を新
たに生成する行為が考えられる。 
 ラカトシュは，前者の行為として，「例外
排除法」や「補題組み込み法」を挙げている。
本研究では，まず研究代表者の既有データの
分析に加えて，新たに中学校の授業観察（中
学校第二学年：二等辺三角形の性質）を行っ
た。その結果，いずれも上記二つの行為で記
述できることが明らかとなった。そこで，本
研究では，大局的反例に直面した場合の対応
の中でも，事柄の範囲を狭めて反例を除外す
る行為については，例外排除法と補題組み込
み法を枠組みの要素として挙げた。 
 一方，ラカトシュは，後者の行為として，
「演繹的推量による内容の増加」を挙げてい
る。これは，大局的反例の場合にも成り立つ
より一般的な事柄を，既有の証明を利用した
り既知の事実を根拠としたりすることを通
じて演繹的に生成することである。本研究で
は，まず研究代表者の既有データを分析した
ところ，この行為に該当する生徒の活動を実
際に観察することができた。一方で，その後，
中学校で授業観察（中学校第二学年：正方形
や平行四辺形の性質）を行った結果，この行
為に該当しない生徒の活動も観察された。具
体的には，新たに生成した事柄が，当初の事
柄と，一般／特殊の関係ではなく，場合分け
の関係にある場合が見られた。また，新たな
事柄を生成する方法として，類比的推論など
の非演繹的な方法も観察された。 
 そこで，本研究では，大局的反例に直面し
た場合の対応の中でも，反例の場合に成り立
つ事柄を新たに生成する行為については，次
の二つの軸を設定し，それらの軸を組み合わ
せることで枠組みを構築した。第一は，新た
に生成した事柄が，当初の事柄と一般／特殊



の関係にあるか，それとも場合分けの関係に
あるかである。第二は，新たな事柄を生成す
る方法が，演繹的であるか非演繹的であるか
である。 
（２）局所的反例への対応 
 ラカトシュは，局所的反例に直面した場合
の対応として，まず，その局所的反例が大局
的反例にもなっていないか検討することを
挙げている。本研究では，研究代表者の既有
データを分析したところ，この行為に該当す
る活動を観察することができた。なお，局所
的反例が大局的反例であった場合には，その
後の対応を捉える枠組みは，（１）と同一の
ものとなる。 
 一方，局所的反例が大局的反例でなかった
場合については，ラカトシュは，局所的反例
の場合にも成り立つより一般的な証明を生
成する行為を挙げている。しかし，本研究で
は，中学校で授業観察（中学校第三学年：円
周角の定理の証明，円の性質の利用）を行っ
たところ，この行為に該当する生徒の活動は
見られなかった。具体的には，生徒は，局所
的反例に直面した際，当初の証明を修正する
ことで局所的反例の場合に成り立つ証明を
構成していたが，当初の証明と新たに構成し
た証明は，特殊／一般の関係ではなく，場合
分けの関係にあった。 
 以上より，本研究では，局所的反例に直面
した場合の対応として，まずその局所的反例
が大局的反例にもなっていないか検討する
行為を挙げた。そして，局所的反例が大局的
反例になっていない場合の対応として，場合
分けを通じて局所的反例の場合に成り立つ
証明を構成するか，あるいは局所的反例の場
合にも成り立つより一般的な証明を構成す
るかを，枠組みの要素として挙げた。 
（３）枠組みの構築と学習指導への示唆 
 本研究では，大局的反例への対応と局所的
反例への対応に分けて，枠組みの要素を挙げ
てきた。最終的には，これらの要素を図式化
して整理することによって，証明と論駁の活
動を捉える枠組みを構築した。 
 本研究では，さらに，学習指導への示唆を
導出することができた。具体的には，図が付
された証明問題の中に，証明と論駁の活動を
実現するための教材として有効なものがあ
ることを指摘した。図が付された証明問題で
は，事柄は一般命題の形で述べられるのでは
なく，与えられた図と記号に即して示される。
これらの証明問題の中には，与えられた図を
変形すると，事柄の結論や構成した証明が成
り立たなくなるものがある。本研究では，こ
うした証明問題を扱った授業を数多く観察
してきた。この授業観察の結果から，これら
の証明問題を扱い，与えられた図を変形する
機会を生徒に与えることが，証明と論駁の活
動を実現するために有効であることが示唆
された。 
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