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研究成果の概要（和文）：この研究では、平方因子を持たないレベルのパラモジュラー群に関する２次ジーゲルカスプ
形式の空間の明示的次元公式を導出し、それを用いて異なる保型形式の間での次元の関係式を記述した。それを応用し
て、２種類の予想を提唱した。まず第一に、既に知られていた素数レベルの場合を拡張する形で、L関数を保つ同型対
応の予想を提唱した。第二に、不定符号四元数環から定義されるいわゆる非分裂型シンプレクティック群に関する２次
ジーゲル保型形式の空間への１変数保型形式の空間からのリフティングの予想を提唱した。さらに、判別式が６の場合
のL関数を具体的に計算することにより上記予想の数値的根拠を与えることにも成功した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we obtained an explicit dimension formula for spaces of Siegel 
cusp forms of degree two with respect to paramodular groups of squarefree level, and also a relation 
between dimensions of spaces of different automorphic forms. As an applications, we proposed two 
conjectures. First, we proposed a conjecture on a correspondence which preserves L-functions. It is a 
generalization of a known conjecture for the cases of prime level. Second, we proposed a lifting 
conjecture for Siegel modular forms with respect to non-split symplectic groups from elliptic cusp forms. 
In addition, we carried out explicit calculations of L-functions in the case of discriminant 6 and gave 
numerical evidence of the above conjectures.

研究分野： 整数論

キーワード： 保型形式　次元公式
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 

SL(2;R)と SU(2)のそれぞれの保型形式の
空間の間にＬ関数を保つ同型対応が存在す
ることが 1950 年代にアイヒラーによって証
明された。その後、表現論的見地から整備さ
れ、さらに一般化された予想も提唱されてい
る。一方で、これとは独立に、1960 年代に
伊原康隆氏によって、アイヒラーによる対応
定理を高次のシンプレクティック群の場合
に拡張しようとする問題が提唱された。この
問題は、1980 年代以降、セルバーグ跡公式
の詳細な計算から明示的な次元公式を導出
し両サイドの次元の明示的な関係式を導く
という手法を用いて、橋本喜一朗氏と伊吹山
知義氏によって詳しく研究され、対応する離
散群を特定した具体的な対応予想が提唱さ
れている。 
 
２．研究の目的 
 
しかし、これらの対応予想は、素数レベル

の場合しか扱っておらず、一般レベルの場合
にはどのような対応が有り得るのかは研究
されていなかった。その理由は、研究の鍵と
なる明示的次元公式が素数レベルの場合で
しか知られていなかったからである。これは
多変数ジーゲル保型形式の場合の明示的次
元公式の導出が１変数保型形式の場合に比
べて格段に難しくなってしまうことに起因
する。この研究の目的は、２次ジーゲルカス
プ形式の空間の明示的次元公式を導出する
研究を、今までなされていなかった拡張され
たレベルにおいても実行し、それを応用して
今まで知られていなかったレベルでの対応
予想の研究を行うことである。 
 
３．研究の方法 
 
セルバーグ跡公式による次元公式の研究

はさまざまな観点から行われてきたが、若槻
聡氏は２次ジーゲルカスプ形式の場合に、各
共役類ごとの（正確には各ファミリーごと
の）次元公式への寄与を記述した。しかし、
具体的に離散群を指定して、次元の数値を決
定できるという意味での明示的次元公式を
導出するためには、共役類の分類やそれに伴
う種々の計算など容易なことではまったく
なく、実際に知られている例は多くない。実
際の研究においては、半単純共役類と非半単
純共役類とで状況は大きく異なる。非半単純
共役類に関しては、共役類の分類（ファミリ
ーの分類）がやるべき主な課題であり、それ
ができれば若槻氏の結果を適用して各ファ
ミリーごとの次元公式への寄与を明示的に
決定することができる。その為の基礎として
カスプの同値類の分類の結果を適用できる。
パラモジュラー群に関しては、完全に一般の
レベルの場合でもカスプの分類が既に Cris 
Poor と David Yuen により与えられている

ので、これを利用してファミリーの分類の計
算を実行した。一方で、半単純共役類に関し
ては、大域的な共役類の分類ではなく、局所
的な計算に帰着させて寄与を決定する方法
を用いる。レベルを割らない素数についての
必要な局所データは既に橋本喜一朗氏と伊
吹山知義氏の論文に与えられていた。レベル
を割る素数については、必要な局所データは
一部の例外を除いて伊吹山氏の論文で与え
られていた。従って、今回の研究で必要だっ
たことは、レベルを割る素数についての一部
計算されていなかった局所データの計算を
補完し、その上で、すべての局所データを慎
重に組み上げることである。 
 
４．研究成果 
 
（１）若槻聡氏による次元公式と、橋本喜一
朗氏と伊吹山知義氏による楕円的共役類に
ついての局所データを用いて、平方因子を持
たないレベルのパラモジュラー群に関する
２次ジーゲルカスプ式の空間の明示的次元
公式を導出した。これは、伊吹山知義氏によ
って得られていた素数レベルでの公式を拡
張したものである。さらに、この結果を応用
して、以下の（２）～（４）の結果を得た。 
これらは、伊吹山知義氏との共同研究である。 
（２）上記の新しい明示的次元公式と既存の
公式を比較することにより、保型形式の空間
の次元の間の明示的な関係式を得ることが
でき、それを根拠の一つとして、保型形式の
空間の間の対応予想を提唱した。これも伊吹
山知義氏によって素数レベルの場合にすで
に知られていた予想の拡張であるが、今回の
場合は不定符号の四元数環から定義される
いわゆる非分裂型シンプレクティック群の
場合も含まれており、それについての予想は
今まで知られていなかったものである。 
（３）さらに、上記の次元の関係式から、１
変数モジュラー形式の空間から非分裂型シ
ンプレクティック群に関する２次ジーゲル
モジュラー形式の空間へのリフティングの
予想を提唱した。判別式６の不定符号四元数
環の場合に具体的にヘッケ作用素の数値実
験を行い、L 関数を計算することにより、こ
のリフティングの数値的根拠、および（２）
の対応予想におけるL関数の一致の実例を得
た。これは、自分自身によって得られていた、
非分裂型シンプレクティック群に関する２
次ジーゲル保型形式のなす次数環の構造定
理を応用したものである。ベクトル値の場合
の構造定理はまだ１例も知られていないが、
ウェイトが小さい場合には微分作用素を用
いて具体的に構成することができ、ベクトル
値の場合の L関数の数値実験も実行した。こ
の場合にもリフティング予想と完全に合致
する結果を得た。 
（４）以上の結果（のほとんどの部分）につ
いて、伊吹山知義氏との共著論文を執筆し学
術雑誌に投稿した。現時点ではまだ査読中で



ある。 
（５）申請当時は想定していなかったことで
あるが、明示的次元公式の研究のための共役
類分類の技術は、ガロアの逆問題を背景とす
るいわゆるネーター問題などの不変体有理
性問題の研究へも活用することができた。特
に、有理関数体への準単項作用という広い概
念を定義し、M. Kang 氏・星明考氏との共同
研究で２次元の場合の不変体有理性問題を
完全に解決した。星氏との共同で、３次元の
研究も進展している。 
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