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研究成果の概要（和文）：点付きの安定リーマン面のモジュライ空間、特にそのコホモロジーの構造について研究した
。このモジュライ空間のコホモロジーは、点の置換を考えることにより自然に対称群の線形表現となる。この構造に着
目し、表現の指標を種数がゼロの場合、及び重み付きの点付きリーマン面のモジュライ空間の一種であるロゼフ・マニ
ン空間について決定した。また、ロゼフ・マニン空間の種数１の場合の類似と考えられるモジュライ空間についても研
究を行い、コホモロジーの指標公式を求めた。以上の内容と並行して、混合フロベニウス構造と量子コホモロジーに関
する研究も行った。

研究成果の概要（英文）：We studied moduli spaces of Riemann surfaces with marked points, with a 
particular emphasis on their cohomology rings. The symmetric groups act on these spaces via permutation 
of marked points. We determined the character of the cohomology as a representation of the symmetric 
groups in the genus zero case. We also studied some related moduli spaces of weighted stable curves, 
called Losev-Manin space and its genus one analogue. In addition to these, we made a study on the mixed 
Frobenius structure and local quantum cohomology.

研究分野： 代数幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 種数 g のリーマン面のモジュライ空間とは、
種数 g の閉リーマン面の双正則同値類全体の
なす複素代数多様体のことである。これにリ
ーマン面上の相異なるn点というデータを加
え、n 点付きリーマン面のモジュライ空間を
考える。以下ではこのモジュライ空間の有理
係数コホモロジーを考える。以下、単にモジ
ュライ空間と言えば、点付きリーマン面のモ
ジュライ空間（より正確にはそのドリーニュ
とマンフォードによるコンパクト化）を指す
ものとする。 
 モジュライ空間のコホモロジーの研究は
マンフォードに始まり、その後ファーバーや
ロイエンハーらによって精力的に行われた。
特に、標準類と呼ばれるコホモロジー類に関
しては多くの結果が得られている。ここで標
準類とは、モジュライ空間上に標準的に存在
するコホモロジー類のことである。例えば、
モジュライ空間上の自然なベクトル束の特
性類や、自然な代数的サイクル(例えば超楕円
曲線たちのなすサイクル)は標準類となる。標
準類たちの交点数はグロモフ・ウィッテン不
変量の理論において重要であるが、コンツェ
ヴィッチによって解決されたウィッテン予
想により KdV 方程式の理論とも繋がってい
る。このような背景があり、標準類に関して
は多くの研究がなされていた。 
 一方で、モジュライ空間のコホモロジーに
は標準類ではないコホモロジー類も一般に
は存在する。これらを非標準類と呼ぶ。例え
ば、奇数次のコホモロジー類が存在すればそ
れは非標準類である。非標準類を見付けるこ
とは容易ではなく、あまり多くのことは知ら
れていない。しかし、非標準類の構造を理解
しようとする機運も高まっていた。その動機
の１つに、モジュライ空間の数論的性質を反
映する非標準類の存在がある。例を挙げよう。
非標準類が現れる最初の例は、11 点付き楕円
曲線のモジュライ空間の 11 次のコホモロジ
ーにおいてである。このモジュライ空間は正
則 11 形式を持ち、それはラマヌジャンのΔ
関数と呼ばれる 1変数の保型形式を使って書
ける。さらに、正則 11 形式の定める非標準
類とその複素共役のなす 11 次コホモロジー
の 2 次元部分空間(部分ホッジ構造)は、Δ関
数に付随するガロア表現に対応している（ア
イヒラー、志村、ドリーニュによる結果）。
この結果の種数が 2 以上の場合への拡張が、
ベルグストローム、ファーバー、ファン・デ
ル・ヘアーによって研究され、非標準類と多
変数の保型形式との関係が明らかにされつ
つあった。 
 
２．研究の目的 
 上で述べたように、点付きリーマン面のモ
ジュライ空間のコホモロジーを考えると、そ
のコホモロジー類は標準類と非標準類とい
う 2 種類に分類される。前者はモジュライ空
間上に標準的に存在するコホモロジー類で

あり、これに関しては多くの研究がある。一
方、後者の構造については未だ謎の部分が多
い。これを踏まえ、本研究では非標準類の性
質を系統的に研究することを目的とした。具
体的には、次の 4 点を主要な課題として研究
を行った。 
 
○1  コホモロジー類が非標準類であるための
判定法を確立する。 
 
○2  非標準類が存在するのはいつか、存在す
る場合には何次元あるかを決定する。 
 
○3  非標準類の存在とモジュライ空間の大域
的性質との関係を調べる。 
 
○4  非標準類の持つホッジ構造と保型形式お
よびガロア表現との対応関係を調べる。 
 
３．研究の方法 
 本研究では、対称群の表現論を主要な道具
として非標準類の特徴付けを行い、非標準類
が存在するのはいつか、存在する場合には何
次元あるかを決定することを目標とした。さ
らに、非標準類の存在とモジュライ空間の大
域的性質との関係、保型形式およびそれに付
随するガロア表現との対応関係についても
明らかにすることを目指した。研究方法の詳
細は次の通りである。 
  
 上記の課題○1 と○2 については、対称群の表
現論を用いて研究した。少し詳しく説明する。
まず、n 点付きリーマン面のモジュライ空間
には、n 点の置換として n 次対称群が双正則
に作用し、これによってコホモロジーは対称
群の線形表現となる。標準類の全体と非標準
類の全体は、この表現に関してそれぞれ部分
表現をなす。この 2 つの部分表現の構造の差
異を見ることによって非標準類を捉えよう、
というのが基本的なアイディアである。ここ
での目標は、モジュライ空間のコホモロジー
類が非標準類であるための判定法を、対称群
の表現の言葉で与えることであった。この判
定法により、コホモロジー類の持つ対称性を
調べることで、標準類と非標準類を見分けら
れるようになると期待された。判定法につい
て詳しく述べるために、まず、表現の長さと
いう概念を導入する。よく知られた事実とし
て、n 次対称群の既約表現は、n の自然数に
よる分割（あるいは箱の数が n 個のヤング図
形）と 1 対 1 に対応する。既約表現に対応す
る分割の長さ（ヤング図形の行の数）を、そ
の既約表現の長さと呼ぶ。例えば、自明表現
の長さは 1 であり、符号表現の長さは n であ
る。この意味で、表現の長さは、その表現が
対称と反対称のどちらに近いかを測る 1つの
指標といえる。ファーバーとパンドハリパン
デは、標準類のなす既約表現の長さの上から
の評価を与えた。つまり、標準類のなす表現
の長さには非自明な上界が存在する。従って、



それを超える長さの表現に属するコホモロ
ジー類があれば、それは非標準類であると結
論できる。本研究ではこの判定法の精密化を
一つの目標とした。 
 
 次に課題○3 について述べる。種数 g を固定
して点の数 n を大きくしていくとき、最初に
非標準類が現れる n の値に注目し、この値を
n の臨界値と呼ぶことにする。例えば g が 1
の場合には n の臨界値は 11 であり、この臨
界値を境としてモジュライ空間の性質が変
化する。点の数 n が 11 より小さいときには
モジュライ空間は有理的な代数多様体であ
るが、n が 11 以上になると非有理的になる。
種数が 2以上の場合に同じ現象が起こるかど
うかは興味深い問題である。そこで、種数 g
が 4 程度までの場合に、n の臨界値付近での
モジュライ空間の性質(有理性、単有理性、非
有理性など)を調べ、非標準類の存在とモジュ
ライ空間の大域的性質との相関関係を検証
し、非標準類を持つモジュライ空間の大域的
性質の一端を明らかにしたいと考えた。 
 
 最後に課題○4 について述べる。保型形式と
それに付随するガロア表現は、数論における
重要な研究テーマである。前に述べた通り、
ベルグストロームらによって、モジュライ空
間のコホモロジーが、保型形式、あるいはそ
れに対応するガロア表現の情報を持ってい
ることが明らかにされつつあった。これは、
モジュライ空間が数論的な重要性を持った
空間であることを意味する。そこで、本研究
で得られた成果を将来的には数論的な問題
にも応用することを念頭におき、対称群の作
用を用いて保型形式に対応する非標準類の
特徴付けを与えたいと考えた。対称群の作用
はモジュライ空間の自己同型としての作用
なので、コホモロジーをその表現として既約
分解すると、それは同時にホッジ構造の分解
にもなる。保型形式に対応する非標準類は特
殊なホッジ構造を持ち、それはコホモロジー
類が持つ対称性に反映されるはずである。こ
の点を詳しく調べ、どのような対称性を持つ
非標準類が保型形式に対応するのかを明ら
かにすることを目指した。また、保型形式に
対応する非標準類のホッジ構造についても
詳しく研究し、それがどのようなガロア表現
に対応するのか、またガロア表現に関するど
のような情報を持っているのかを明らかに
しようと考えた。 
 
 
４．研究成果 
 ベルグストローム（ストックホルム大学）
との共同研究で、モジュライ空間のコホモロ
ジーの、対称群の表現としての既約分解と指
標を求める問題を研究した。まず、種数が 0
の場合に、コホモロジーの対称群の表現とし
ての既約分解を求める帰納的計算法が得ら
れた。この結果の応用として、種数が 0の場

合には、ファーバーとパンドハリパンデによ
る評価式は最良のものであることが証明さ
れた。また、ロゼフ・マニン空間と呼ばれる、
重み付きの点付き安定曲線のモジュライ空
間についても、類似の問題を研究し、コホモ
ロジーの表現論的構造を決定した。以上の研
究結果は、下記の論文②及び③として発表さ
れている。 
 
 上記の研究の続きとして、ある重みに関す
る種数１の安定曲線のモジュライ空間のコ
ホモロジーについて研究した。これはロゼ
フ・マニン空間の種数 1の場合に当たる空間
と考えられ、ベルグストロームとのロゼフ・
マニン空間のコホモロジーに関する研究の
延長線に位置するものである。成果として、
コホモロジーの対称群の表現としての指標
を計算する公式を発見し、それを用いて計算
を実行した。結果として、点の数が 11 以上
になるとモジュラー形式（ラマヌジャンのΔ
関数）に対応するコホモロジー類(非標準類)
が現れ、それらは表現論的な長さの意味で特
異な振る舞いをすることが観察できた。結果
として、この場合にはモジュライ空間が非有
理的であることが従う。（論文は現在準備
中。）これを種数が２以上の場合にも拡張す
べく、現在も共同研究を継続している。 
 
 上記のモジュライ空間に関する研究と並
行して、混合フロベニウス構造についても研
究を行った。これは、ミラー対称性の研究に
おいて重要な役割を果たすフロベニウス多
様体の概念を基にして、研究代表者と小西由
紀子（京都大学）によって２０１２年に導入
された新しい概念である。フロベニウス多様
体とは、平坦な計量を持つ複素多様体であっ
て、各点の接空間が可換な結合代数の構造を
持ち、さらにその代数構造と平坦計量が様々
な整合性の公理を満たすものである。混合フ
ロベニウス多様体である。これは、各点の接
空間が代数構造を持つという点ではフロベ
ニウス多様体と同じだが、平坦計量が接空間
全体にあるとは限らず、各接空間において指
定されたイデアルの飽和フィルターの逐次
商の上にのみ存在するというもので、フロベ
ニウス多様体の一般化になっている(フィル
ターが自明な場合がフロベニウス多様体で
ある)。下記の論文①では、射影多様体上の
凹なベクトル束に付随する局所量子コホモ
ロジーが、混合フロベニウス構造を持つこと
を示した。この成果は、局所ミラー対称性の
数学的理解において、基本的な役割を果たす
と考えている。また、将来的には、混合フロ
ベニウス構造の理論を、リーマン面のモジュ
ライ空間、特にそのコホモロジーの研究にも
応用したいと考えている。 
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