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研究成果の概要（和文）：研究成果は主に３つに分けられる。（１）多重ゼータ関数の値の明示公式，値の関係式，関
数関係式, （２）ゼータ関数の値分布，主に普遍性, （３）その他の研究（ソボレフ不等式の最良定数，ゼータ分布と
無限分解可能分布）．について研究を行った。それらを互いに結びつける研究も行った。
2010 Mathematics Subject Classification で言えば、11M06, 11M26, 11M32, 11M35, 60E07 が該当する。

研究成果の概要（英文）：The research I did is divided into 3 parts: (1) Multiple zeta values, Multiple 
zeta functions and their functional relations, (2) Value distribution, (especially, Universality) of zeta 
functions and L-functions, (3) Infinitely divisible distributions, Zeta distributions.
These are corresponding to 2010 Mathematics Subject Classification 11M06, 11M26, 11M32, 11M35.

研究分野： 数論

キーワード： Multiple zeta values　Multiple zeta functions　Value distribution　Universality　divisible di
stributions　Zeta distributions
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１．研究開始当初の背景 
(1) 確率論においてゼータ分布というものが
ある. これは Riemann ゼータ関数を正規化
したものを特性関数として持つ分布のクラ
スとして定義され, 1930 年代後半の文献から
記録が残っている. しかしこの分布は 20 世
紀の間に多くの注目を浴びることはあまり
なかった． 
 
(2) ゼータ関数の普遍性とは，任意の零点を
持たない正則関数は Riemann ゼータ関数の
虚部方向の平行移動により一様に近似でき，
さらに近似できる密度は正になるという定
理である．この定理は 1975 年に Voronin に
より証明された．任意の複素数を近似できる
という形では，1914 年に Bohr が Courant
との共著で示している． 
1982 年に Bagchi は，Riemann 予想は
Riemann ゼータ関数が自己近似性を持つ，即
ち Riemann ゼータ関数の虚部方向の平行移
動によりRiemannゼータ関数が近似される，
と同値であることを示した． 
 
(3) Euler-Zagier 型多重ゼータ関数の発端は
Euler による 1775 年の論文である．これが
再び注目されたのは 1990 年代に入ってから
で，量子群や結び目不変量, 数論幾何学など
多方面との関連により，Euler-Zagier 型多重
ゼータ値，即ち変数が全て自然数である場合
が注目されるようになった.  
Euler-Zagier 型多重ゼータ関数の一般化で
ある Witten ゼータ関数は量子ゲージ理論に
関連して Witten により定義され，Zagier が
再定式化し，松本氏により多変数関数として
再定義された． 
  
２．研究の目的 
研究内容は大きく 3 つに分けられる． 
（１）多重ゼータ関数の値の明示公式，値の
関係式，関数関係式,  
（２）ゼータ関数の値分布，主に普遍性,  
（３）その他の研究（ソボレフ不等式の最良
定数，ゼータ分布と無限分解可能分布）． 
これら３つの研究の方向からゼータ関数の
解析的性質を明らかにすると同時に，ゼータ
関数を数論や確率論の探求に応用すること，
あるいはその逆を研究目的としている． 
 
３．研究の方法 
種々の方向から同時にゼータ関数の核心に
迫るという方法を用い，具体的なゼータ関数
からより抽象的なゼータに考察の対称を広
げるという方法で研究を遂行した． 
上に挙げた３つの視点は互いに関連してい
るので，一方が進展すれば他方の研究にも良
い影響があった． 
 
４．研究成果 
次に述べる発表論文の代表的なものである，
論文①②⑥⑧⑨について概要を述べる． 

(1) ゼータ分布 
① Riemann予想は数論最大の未解決問題の一
つである．一方，ある分布が無限分解可能分
布があるかどうかを判定するのは確率論に
おいて非常に重要である．この論文では完備
Riemann 分布を定義し，それが 1/2 < ¥sigma 
<1 において弱無限分解になるための必要充
分条件はRiemann予想が正しいことを示した．
さらに完備 Riemann 分布は ¥sigma =1 におい
て弱無限分解になり，¥sigma >1 においては
擬無限分解になることを証明した． 
 
② ゼータ関数を適当に正規化することによ
り，絶対収束領域だけでなく臨界領域におい
てもゼータ分布が定義されることを示した．
数論への応用として，複素数 Cがある条件を
充たすとき，¥zeta(s)+Cs がある領域におい
て零点を持たないことを証明した． 
 
⑥ ２次元有限 Euler 積が，無限分解可能分
布を生成するか，擬無限分解可能分布を生成
するか，特性関数にすらならないかを判定し
た．主結果は確率論に分類されるが，その証
明にはKroneckerの近似定理という数論で良
く知られた定理が用いられている．この論文
で２次元擬無限分解可能分布が導入された．
多次元の擬無限分解可能分布の例はこれま
で知られていなかったので，価値があると思
われる． 
 
(2) ゼータ関数の普遍性 
⑧ ¥lambda を複素数とするとき，¥zeta 
(s+¥lambda+id¥tau)は¥zeta (s+i¥tau)を近
似できるかという問題を考えた．これまでの
多くは２つのゼータ関数は２つとも絶対収
束域又は臨界領域の場合だけ考察されてい
たが，今回は, 一つは絶対収束域，もう一つ
は臨界領域という場合も議論した．この論文
でお互いに近似できない例も得られている． 
 
(3) Euler-Zagier 型多重ゼータ関数 
⑨ 重さが奇数であるレベル２の２重ゼータ
値の張る空間の生成元を交代２重ゼータ値
の明示公式を使うことにより与えた．さらに
金子氏と田坂氏により与えられたレベル２
の２重ゼータ値の和公式の別証明も与えた． 
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