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研究成果の概要（和文）：ハンドル体絡み目とは、３次元球面に埋め込まれたハンドル体のことです。ハンドル体結び
目は成分数１のハンドル体絡み目のことです。種数１のハンドル体結び目は通常の結び目に対応しています。つまり、
ハンドル体結び目は結び目の自然な一般化になっています。本研究の研究成果は次にあげる通りです：multiple conju
gation quandle と呼ばれる部分的に群の構造を持ったカンドルに対して（コ）ホモロジー理論が導入されました。

研究成果の概要（英文）：A handlebody-link is a disjoint union of handlebodies embedded in the 3-sphere. A 
handlebody-knot is a one component handlebody-link. A genus one handlebody-knot corresponds to a usual 
knot. That is, a handlebody-knot is a natural generalization of a knot. The results of this study are as 
follows: The (co)homology theory for multiple conjugation quandles, which is a quandle with partial group 
operations, was introduced.

研究分野： 低次元トポロジー

キーワード： 位相幾何学　結び目理論
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１．研究開始当初の背景 
 
ハンドル体結び目を区別する強力な不変量
を構成することが求められていました。また、
これまでに段階的に拡張され定義されてき
たカンドルコサイクル不変量に対して、普遍
的な不変量を与えることが求められていま
した。 
 
３次元球面に埋め込まれたハンドル体のこ
とをハンドル体結び目といい、複数のハンド
ル体が埋め込まれたものをハンドル体絡み
目といいます。成分数が１のハンドル体絡み
目がハンドル体結び目です。二つのハンドル
体絡み目は３次元球面のイソトピーで移り
あうとき、つまり連続的に一方を他方に変形
できるとき、同値であると定義します。円周
の埋め込みである（通常の）結び目の正則近
傍をとることで、種数１のハンドル体結び目
が得られ、そのハンドル体結び目としての同
値類は結び目の同値類と一致します。したが
って、ハンドル体結び目理論は、種数に関す
る結び目理論の自然な一般化になっていま
す。 
 
ハンドル体結び目は（通常の）結び目の自然
な一般化である一方、空間グラフの正則近傍
としての顔も持ちます。ハンドル体結び目の
スパインとして空間３価グラフをとり、これ
を射影すると、その射影図と交点情報から元
のハンドル体結び目を復元することができ
ます。よって、ハンドル体結び目のダイアグ
ラムを、ハンドル体結び目のスパインとして
得られる空間３価グラフのダイアグラムと
して定義します。ハンドル体結び目のダイア
グラムは、ハンドル体結び目に対して一意に
定めることができませんが、同値なハンドル
体結び目を表すための必要十分条件は 
Reidemeister move によって与えられます。
つまり、ハンドル体結び目のダイアグラムは、
Reidemeister move の有限列によって移り
合うとき、そのときに限り、同値なハンドル
体結び目を表します。 
 
カンドルは、（通常の）結び目のダイアグラ
ムにおいて交点にカンドル演算を与え、
Reidemeister move を公理化することで得
られる代数です。カンドルを用いることで、
結び目ダイアグラムに対して彩色すること
ができ、カンドル彩色数は結び目の初等的な
不変量を与えます。カンドルとして、二面体
カンドルを用いることで、Fox の p-彩色を
得ることができます。ハンドル体結び目に対
しては、flow の概念を用いてカンドルを多重
化して彩色を定義することができます。また、
flow により多重化されたカンドルは、より一
般に（非可換）群により多重化されたカンド
ルに拡張されます。 
 
カンドルには、群と同様に（コ）ホモロジー

が定義され、そのコサイクルをカンドルコサ
イクルといいます。カンドル彩色が与えられ
たダイアグラムにカンドルコサイクルを用
いて重み付けを行い、weight sum をとるこ
とでカンドルコサイクル不変量が得られま
す。カンドルコサイクル不変量は、カンドル
彩色数よりも強力な不変量で、鏡像を区別す
ることのできる不変量です。ハンドル体結び
目に対しても、適切な条件を満たすカンドル
コサイクルを用いることで、カンドルコサイ
クル不変量が定義されます。 
 
このように定義されたカンドルコサイクル
不変量は多くのハンドル体結び目を区別し
てきました。しかし、ハンドル体結び目の表
の作成においては、まだ区別ができていない
ハンドル体結び目があり、より強力な不変量
を構成することが求められていました。また、
ハンドル体結び目のカンドルコサイクル不
変量は、カンドル彩色が拡張されるのに伴い、
拡張を繰り返してきました。したがって、枠
組みの中での普遍的な不変量が何であるか
を明らかにすることが求められていました。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
ハンドル体結び目に対して彩色に用いる代
数構造が少しずつ拡張されてきました。これ
までに構成されてきた彩色に対して、彩色に
用いる代数の普遍的なものを構成すること
が研究の目的の一つでした。また、彩色に用
いる代数構造が拡張されるのに伴い、対応す
る（コ）ホモロジー理論とカンドルコサイク
ル不変量も拡張されてきました。この拡張さ
れてきた（コ）ホモロジー理論やカンドルコ
サイクル不変量に対しても、普遍的なものを
構成することが研究の目的の一つでした。そ
して、この普遍的な枠組みの中でカンドルコ
サイクル不変量の性質を明らかにし、ハンド
ル体結び目の区別に役立てていくことが研
究の目的でした。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
結び目に対する Reidemeister move とカン
ドルの公理は１対１に対応しています。結び
目ダイアグラムにおいて、交点に対してカン
ドル演算を与え、Reidemeister move を公理
化した代数がカンドルです。ハンドル体結び
目に対しても、同様に Reidemeister move を
公理化して代数を得るのが基本的な方法で
す。しかし、ハンドル体結び目の場合には、
ダイアグラムが３価頂点を含み、この扱いを
指定する必要があります。交点にはカンドル
演算を与え、頂点に新たな演算を与えること
で、Reidemeister move の公理化を試みまし



た。また、これまでのカンドルコサイクル不
変量では、頂点には weight を与えていませ
んでしたが、頂点にも weight を与えること
で（コ）ホモロジー理論を構築し、カンドル
コサイクル不変量の構成を試みました。 
 
 
 
４．研究成果 
 
multiple conjugation quandle と呼ばれる
部分的に群の構造を持ったカンドルを導入
し、その（コ）ホモロジー理論を導入しまし
た。また Nosaka cocycle を用いた場合にコ
サイクルが分離していることを明らかにし
ました。この研究は Scott Carter 氏、
Masahico Saito 氏、Kokoro Tanaka 氏との
共同研究です。ハンドル体結び目のダイアグ
ラムにおいて、交点にカンドル演算を、頂点
に新たな演算を与え、Reidemeister move を
公理化することで得られる代数が、部分的な
群構造から定まる conjugation quandle を
パラレルに内包するカンドルであることを
示し、multiple conjugation quandle を導
入しました。multiple conjugation quandle 
に対して、カンドル（コ）ホモロジー理論と
群（コ）ホモロジー理論を同時に内包する
（コ）ホモロジー理論を導入しました。また 
Nosaka cocycle を用いた場合には、コサイ
クルがカンドルコサイクルと群コサイクル
に分離していることを明らかにしました。 
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