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研究成果の概要（和文）：香港中文大学のKwokwai Chan氏およびImperial College LondonのDaniel Pomerleano氏と共
同で、2次元のA型単純特異点や3次元の通常二重点に対して、非コンパクトなLagrange部分多様体を含む形でのホモロ
ジー的ミラー対称性を証明した。また、香川大学の野原雄一氏と共同で、Grassmann多様体上の完全可積分系やそのFlo
er理論的な性質を研究した。さらに、Galatasaray大学の田邊晋氏と共同で、重み付き射影空間のCalabi-Yau超曲面に
付随するGiventalのI関数のモノドロミーと、連接層の導来圏の自己同値の関係を調べた。

研究成果の概要（英文）：With Kwokwai Chan and Daniel Pomerleano, we have studied homological mirror 
symmetry for some toric Calabi-Yau manifolds. With Yuichi Nohara, we have studied integrable systems on 
Grassmannians and their Floer-theoretic properties. With Susumu Tanabe, we have studied the relation 
between monodromy of twisted I-functions of Calabi-Yau hypersurfaces in weighted projective spaces and 
autoequivalences of derived categories.
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1. 研究開始当初の背景

ミラー対称性は理論物理学の超弦理論に由来
する数学的な現象で，ある空間の複素幾何学と
別の空間のシンプレクティック幾何学の間に不
思議な関係があることを指し，モチーフ積分や
Gromov-Witten不変量，三角圏の安定性条件な
どの様々な新しい数学を生みだすとともに，既存
の多くの分野の発展を促してきた．このミラー
対称性に関わる様々な現象に概念的な理解を与
えるべくKontsevichによって 1994年の国際数
学者会議で提案されたのがホモロジー的ミラー
予想であり、その主張は次のようになる：任意
のCalabi–Yau多様体M に対してあるCalabi–

Yau多様体W が存在して，M の連接層の導来
圏はW の深谷圏の導来圏と前三角 A∞圏とし
て同値になる。連接層の導来圏の対象は連接層
の複体であり、射は層のコホモロジーであるの
に対し，深谷圏の対象は Lagrange部分多様体
で，射は Floerコホモロジーである．この予想
は，一見すると何の関係のないこれらの 2つの
圏の間に深いつながりがあることを主張してい
る点で驚異的である。これはミラー対称性に関
わる様々な予想の中で最も強いものの一つと考
えられている重要な予想である。そのために証
明が困難であり、その重要性にも関わらず、研
究開始当初には成り立つことが証明されている
場合は少なかった。

2. 研究の目的

(1) ホモロジー的ミラー対称性を可能な限り多
くの具体例に対して証明すること。
(2) ダイマー模型と呼ばれる組合せ論的な対象
の研究を進め、ホモロジー的ミラー対称性の研
究に応用すること。
(3) 完全可積分系やそのトーリック退化を研究
し、ホモロジー的ミラー対称性の研究に応用す
ること。
(4) Calabi–Yau多様体の周期が定める超幾何関
数のモノドロミーの研究にホモロジー的ミラー
対称性を応用すること。

3. 研究の方法

ホモロジー的ミラー対称性を証明する基本的な
方法は、連接層の導来圏と深谷圏の生成元を見
つけて、生成元とそれらの間の射の空間の間に
何らかの方法で対応をつけて、それが射の (高次
も含めた)合成と整合的であることを示すという

ものである。対応の付け方としては、手で選ぶ
というやり方の他に、Strominger–Yau–Zaslow

予想の文脈で、Lagrangeトーラスファイブレー
ションを見つけて、それを用いて自然に決めら
れる場合もある。

Lagrange トーラスファイブレーションは、
Liouville–Arnoldの定理により完全可積分系と
非常に近い概念である。トーリック多様体の運
動量写像が典型例であるが、トーリック多様体
以外に対しても、手でLagrangeトーラスファイ
ブレーションを作る方法の他に、あるいはトー
リック多様体への退化を用いてトーラスファイ
ブレーションを作る方法もある。

4. 研究成果

広島大学の石井亮氏と共同で、ダイマー模型
に付随した関係付き箙の安定な表現のモジュラ
イ空間が安定性を変えた時にどう振る舞うか
を詳しく調べることにより、同語反復的直線束
の直和がある安定性に対して傾対象であれば、
一般の安定性に対してもそうであることを証
明した。この事実を用いて、Abel群の場合に
Bridgeland–King–Reidによる導来圏の同値と
してのMcKay対応の新しい証明が得られる。

また、石井亮氏及び New York州立大学 Stony

Brook校の Charlie Beil氏と共同で、任意のダ
イマー模型に対して、それに適当な操作を行う
ことによって、特性多角形と呼ばれる量を変え
ずに整合性条件を満たすように改変することが
可能であることを証明した。

香港中文大学の Kwokwai Chan氏との共同研
究において、A 型の単純特異点に対するホモ
ロジー的ミラー予想を証明した。この予想はコ
ンパクトな台を持つ対象に対しては筆者の修士
論文において示されたが、この共同研究におい
ては、その後に Pascaleffによって証明された
結果を用いて、コンパクトとは限らない対象に
対してもホモロジー的ミラー予想を証明した。
さらに、Chan 氏と Imperial College London

のDaniel Pomerleano氏と共同で、3次元の通
常 2重点のクレパントな特異点解消のミラーに
Lagrange トーラスファイブレーションの構造
を入れ、この場合のホモロジー的ミラー予想を
証明した。

Galatasaray大学の田邊晋氏と共同で、重み付



き射影空間内の Calabi–Yau超曲面に付随する
Givental の twisted I 関数のモノドロミーが、
連接層の導来圏の自己同値が Grothendieck群
に引き起こす写像を用いて記述できることを明
らかにした。

香川大学の野原雄一氏と共同で、多角形のモジュ
ライ空間の上の bending systemと呼ばれる完
全可積分系が、射影直線上の階数 2の安定放物
ベクトル束のモジュライ空間上の Goldman系
と呼ばれる完全可積分系において放物荷重を適
当に選んだものと完全可積分系として同型にな
ることを示した。また、多角形のモジュライ空
間は Grassmann多様体のシンプレクティック
商として得られ、bending system を持ち上げ
ることによって Grassmann多様体にも完全可
積分系の構造が入る。この完全可積分系はトー
リック多様体の運動量写像とよく似ているが、
トーラスと同相でない Lagrange部分多様体を
ファイバーに持つという際立った違いがある。
筆者は野原氏と共同で、3次元の旗多様体と 4

次元の Grassmann多様体に対して、このトー
ラスでないファイバーの Floerコホモロジーを
計算した。
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