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研究成果の概要（和文）：３次元ユークリッド空間内の極小曲面や３次元アファイン空間内の非固有アファイン球面，
３次元双曲型空間内の平坦曲面といったさまざまな曲面のクラスにおけるガウス写像の函数論的性質の幾何学的意味を
明らかにした．特に，開リーマン面上のある等角計量のガウス曲率の評価を与え，その応用として，完備性を満たすと
きのこれらの曲面のガウス写像の除外値数の上限の幾何学的意味を明らかにした．

研究成果の概要（英文）：We elucidated the geometric background of function-theoretic properties for the 
Gauss maps of several classes of immersed surfaces in three-dimensional space forms, for example, minimal 
surfaces in Euclidean three-space, improper affine spheres in the affine three-space and flat surfaces in 
hyperbolic three-space. In particular, we give an effective curvature bound for a specified conformal 
metric on an open Riemann surface. As an application of the result, we revealed the geometric meaning of 
the maximal number of exceptional values of Gauss maps for these surfaces.

研究分野： 幾何学

キーワード： 幾何学　函数論　曲面論　値分布論　ガウス写像　波面（フロント）　除外値　一意性定理
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１．研究開始当初の背景 
曲率条件をもつ空間内の曲面は，現実社会の
物理的現象としてあらわれるものの数学的
モデルとなっていることが多い．例えば，平
均曲率が恒等的に零の曲面である極小曲面
は石鹸膜，平均曲率が一定の曲面はシャボン
玉の数学的モデルとなっている．このような
事情から，曲率条件をもつ３次元空間形内の
曲面の性質を調べる研究は古くから活発に
研究されている．しかし，一般に曲面の大域
的性質を調べることは非常に難しい．一方，
ユークリッド空間内の極小曲面論において
は，ガウス写像の値分布論的性質に基づいて
大域的性質を調べる研究が存在する．その研
究における重要な問題として「完備極小曲面
のガウス写像の除外値問題」があり，いくつ
かの先行研究があるが，まだ解明されていな
い事実もいくつか存在する．例えば，有限全
曲率完備極小曲面のガウス写像の除外値数
の上限を求める問題やこれまで知られてい
る値分布論的性質の結果の幾何学的背景な
どである．また，この研究が他の３次元空間
形内の曲面においても有効であるかどうか
もこれまでわかっていなかった． 
 
２．研究の目的 
前節でも述べたように，曲面の大域的性質を
調べることは非常に難しいが，極小曲面論に
おける「ベルンシュタインの定理」と「リュ
ービルの定理」との関係のように，ガウス写
像の性質に基づいて調べることで，曲面の大
域的性質が幾何学的に理解しやすい状況で
導くことができることがある．本研究では，
ガウス写像の性質と空間内の曲面の大域的
性質との関係を明らかにし，曲面の大域的性
質を調べる新しい理論を構築することを目
的としている． 
 
３．研究の方法 
まず，３次元双曲型空間内の平坦波面の標準
形式の比の値分布論的性質を調べた．以前の
報告者たちの研究において，平坦波面が弱完
備な場合，標準形式の比の除外値数が高々
“３”となることは証明できていたので，そ
の拡張にあたる分岐定理を調べ，さらにその
結果とベルンシュタイン型の定理やアール
フォルスの意味での島の数の評価といった
結果との対応について考察した．次に，これ
まで得られた曲面のガウス写像の除外値数
の上限の幾何学的な統一的解釈を調べた．３
次元ユークリッド空間内の完備極小曲面の
ガウス写像の除外値数の上限は，藤本坦孝氏
により“４”であることが示されている．そ
の“４”の幾何学的解釈は“４＝２＋２”と
考え，一方は，ガウス写像の値域であるリー
マン球面のオイラー標数で，もう一方は曲率
から生じる数であることはすでに知られて
いた．一方，報告者たちは，３次元アファイ
ン空間内の弱完備な非固有アファイン波面
のラグランジアンガウス写像や先も挙げた

３次元双曲型空間内の弱完備な平坦波面の
標準形式の比の除外値数の上限は“３”であ
ることを示した．そこでこの“３”の幾何学
的解釈を考えたが，極小曲面のときに述べた
幾何学的解釈にある「曲率から生じる数」と
いう点がそれ以上理解されておらず，これら
２つの結果の関係がはっきりとわかってい
なかったので，これらの曲面の等角計量に着
目し研究を行った．さらに，その幾何学的解
釈を与えれば，「分岐定理」や「一意性定理」
といった他のガウス写像の値分布論的性質
にも幾何学的解釈を与えることができ，ガウ
ス写像の値分布論的性質の１つの統一的解
釈を得られるのではないかと考え研究を行
った． 
 
４．研究成果 
(1) ３次元双曲型空間内の平坦波面の標準
形式の比を有理型関数として考え，その値分
布論的性質を調べた．特に，弱完備性が成り
立つ場合，分岐定理が成り立つことを示した．
この結果の系として，除外値数の上限が“３”
であることの再証明やこの関数に対するア
ールフォルスの意味での島の定理などを与
えた．これらの結果から，「３次元双曲型空
間において，特異点を許容しない完備な平坦
曲面はホロ球面か双曲的円柱に限る」という
ベルンシュタイン型の定理が成り立つ背景
を，値分布論の視点から理解することができ
た．これらの結果は【雑誌論文②】で発表し
た． 
 
(2) 複素平面上の非定数有理型関数の除外
値数の上限“２”の幾何学的意味は，その値
域であるリーマン球面のオイラー標数であ
ることはよく知られている．一方，３次元ユ
ークリッド空間内の完備極小曲面のガウス
写像の除外値数の上限“４”や報告者たちが
示した，３次元アファイン空間内の弱完備な
非固有アファイン波面のラグランジアンガ
ウス写像の除外値数の上限“３”の幾何学的
意味ははっきりと分かっていなかった。そこ
で，報告者はこれら除外値数の上限を統一的
に導くことができ，かつ幾何学的意味を明ら
かにするため，これらの曲面の等角計量に着
目し，その計量のガウス曲率の評価を与える
ことができた．また，この結果の系として，
その計量が完備な場合は，ガウス写像の除外
値数の上限は（計量のオーダー）＋（リーマ
ン球面のオイラー標数）で与えられることを
示した．このことから，これまで調べてきた
曲面のクラスにおけるガウス写像の除外値
数の上限の幾何学的意味や大域的性質の１
つであるベルンシュタイン型の定理が生じ
る幾何学的背景などを明らかにすることが
できた．この結果は【学術論文⑤】で発表し，
学会や研究集会などで研究講演を行った． 
 
(3) 研究成果(2)の結果を受けて，申請者は，
ガウス写像の値分布論的性質の統一的解釈



を与えるため，次の２つの結果を得た．１つ
は，ガウス写像の分岐定理についてである．
研究成果(2)の結果をさらに精密化して，ガ
ウス写像の分岐の情報を伴う場合の曲率の
評価を与えることができた．この結果により，
完備性をもつ曲面のガウス写像の分岐定理
の幾何学的意味を明らかにすることができ，
さらにさまざまな曲面のクラスにおいて，ガ
ウス写像のアールフォルスの意味での島の
定理を得ることができた．もう１つは，ガウ
ス写像の一意性定理についてである．複素平
面上の有理型関数において，５つ以上の値が
決まれば，関数は唯１つに決まるという「一
意性定理」と呼ばれる結果がネバンリンナに
よって証明されている．その結果のガウス写
像に対応する結果を証明することができた．
この結果から，藤本坦孝氏が示した完備極小
曲面のガウス写像の一意性定理に対応する
結果や弱完備な非固有アファイン波面のラ
グランジアンガウス写像における対応する
結果などを幾何学的意味が明らかな統一的
な方法で導くことができた．この結果は【学
術論文①】で発表し，研究成果(2)と合わせ
て，学会や国際研究集会などで研究講演を行
った． 
 
(4) 本研究課題を実施している期間に，３次
元球面内の極小曲面の研究において長年未
解決であった問題が次々と解かれていった．
その中で申請者は本研究課題と関連のある
結果として，ウイルモア予想の解決を記した
マルカスとネベスの論文を熟読し，その解説
を【学術論文③】や研究講演で発表した． 
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