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研究成果の概要（和文）：Euclid空間内の曲面上の過剰決定系に関する研究成果に相当するものを他の３次元空間型内
の曲面上の過剰決定系に関しても得た。４次元のRiemann空間型およびLorentz空間型内の平均曲率ベクトルが零である
空間的曲面を誘導計量およびある法ベクトル場に関する主分布の観点で特徴づけた。４次元Euclid空間内の極小曲面で
各点で主曲率が単位法ベクトルに依らないものは２次元複素数空間内の複素曲線と合同であり、これを誘導計量および
ある正則３次微分の観点でも特徴づけさらに局所的にアファインSchwarz写像と平行移動の合成による像と表した。球
面Schwarzはめこみをある正値関数の観点で特徴づけた。

研究成果の概要（英文）：Referring to results of over-determined systems on surfaces in the Euclidean 
space, I obtained the corresponding results of over-determined systems on surfaces in the other 
3-dimensional space forms. I obtained characterizations of spacelike surfaces with zero mean curvature 
vector in the 4-dimensional Riemannian and Lorentz space forms in terms of the induced metrics and 
principal distributions w.r.t. suitable normal vector fields. A minimal surface in the 4-dimensional 
Euclidean space s.t. principal curvatures do not depend on the choice of a unit normal vector is 
congruent with a complex curve in the two-dimensional complex number space and characterized in terms of 
the induced metric and a holomorphic cubic differential. In relation to this characterization, any 
complex curve is locally considered as the image of the composition of an affine Schwarz map and a 
parallel translation. I obtained a characterization of a sphere Schwarz immersion in terms of a 
positive-valued function.

研究分野：微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
以前曲面上の孤立臍点の周りでの主分布

の振る舞いを調べ、完全にではないが多くの
ことがわかった。また非臍点の近傍上で主分
布の振る舞いを調べるために主分布と曲面
の誘導計量の関係を議論し始め、その結果曲
面の基本方程式である Gaussの方程式および
Codazzi-Mainardi の方程式から得られる過
剰決定系について調べ、特に３次元 Euclid
空間 E3 内の曲面上の過剰決定系に関する基
本的な議論は終わっていた。さらに曲面上の
過剰決定系の二つの一般化についても調べ
ていた。一つ目の一般化は「多項式型の過剰
決定系」で、曲面上の過剰決定系をその一種
とみなすことができ、曲面上の過剰決定系に
ついて既にわかっていたことの幾つかを多
項式型の過剰決定系に関するより一般の結
果として拡張することができた。二つ目の一
般化として、E3 内の曲面上の過剰決定系の幾
つかの主要な性質は二つの主分布とある１
形式ωによって決まることを踏まえて、ωの
微分 dω（曲面上では Gauss 曲率 K および面
積要素 dA を用いて－KdA と表される）を一般
の２形式Ωとして得られる過剰決定系を調
べ、E3 内の曲面上の過剰決定系に関する結果
に対応する結果が得られていた。 
 
２．研究の目的 

E3 以外の３次元空間型内の曲面上の過剰
決定系についても対応する結果を得ること、
および４次元 Riemann 空間型および４次元
Lorentz 空間型内の平均曲率ベクトルが零で
ある空間的曲面を誘導計量およびある法ベ
クトル場に関する主分布（型作用素の固有方
向場）の観点で特徴づけること、を目指す（４
次元 de Sitter 空間内のこのような曲面は共
形 Gauss 写像によって３次元球面内の
Willmore 曲面とほとんど同一視できる）。さ
らに、今までの研究成果を踏まえて、上述の
空間内のコンパクトまたは完備な曲面につ
いて議論する（特に分類する）ことを目指す。 
 
３．研究の方法 

１でも記したように、E3 内の曲面上の過剰
決定系については主分布とある１形式ωに
着目することで系の主要な性質を議論する
ことができた。E3 以外の３次元空間型内の曲
面上の過剰決定系については同様の議論は
成り立たない。そこで、１で記した曲面上の
過剰決定系の二つ目の一般化に着目した。こ
れに関して得られている結果を３次元空間
型内の曲面上の過剰決定系に適用した。つま
り、２形式ΩをΩ＝(L0－K)dA (L0 は空間型
の一定断面曲率)とおいて、E3 内の曲面上の
過剰決定系に関する結果に対応する結果を
得ようと試みた。 

また４次元空間型内における議論はまず
Gauss の方程式、Codazzi の方程式および
Ricci の方程式に立脚して行われる。空間が
Riemann 空間型である場合、E4 内の極小曲面

が２次元複素数空間 C2 内の複素曲線と合同
であることとどの点でも主曲率が単位法ベ
クトルに依らないことは同値であることに
着目して、どの点でも主曲率が単位法ベクト
ルに依らないものおよびどの点でも依るも
のを調べた（ある点で主曲率が単位法ベクト
ルに依らないがその任意に小さい近傍には
主曲率が単位法ベクトルに依る点が存在す
るものはまだ調べていない）。主曲率が単位
法ベクトルに依る場合には、主曲率の絶対値
の最大値を与える単位法ベクトル場に着目
して Gauss-Codazzi-Ricciの方程式を調べた。
また空間が Lorentz 空間型である場合、はじ
めは Riemann空間型内と同様に議論すること
を試みたが、研究成果と言えそうなものを記
述することに困難を感じた。そこで法ベクト
ルとして光的なものに着目して議論し直し
たが、それでも結果を記述するまでに幾らか
の試行錯誤を必要とした。 
 
４．研究成果 
E3 以外の３次元空間型内の曲面上の過剰

決定系が整合条件を満たすための必要十分
条件を求めた。E3 内での議論においては、整
合条件から Liouville の方程式 ψuv＝eψ の
解が現れる場合には矛盾が導かれ、従って整
合条件から曲率線の族の一つが測地線から
なることがわかった（後半部分は Cartan お
よび Bryant-Chern-Griffiths の文献で既に
述べられている）。一方で、 E3 以外の３次元
空間型内では整合条件から Liouvilleの方程
式の解が現れても矛盾は生じず、そしてその
場合の具体例を挙げることができた。また曲
率線の族の一つが測地線からなる場合もあ
るが、この場合もう一つの曲率線の族は一定
の測地的曲率を持つ曲線からなる。系がちょ
うど二つの解を持つための必要十分条件を
求めることができるが、対応する E3 内での
結果に比べずっと複雑である。但し局所座標
として等温なものをとることができる場合
がちょうど零ではない一定平均曲率を持つ
曲面に対応することは E3 内での結果と同様
である。また系が唯一つの解を持ちかつ条件 
Y2－4XZ ＝0 （X, Y, Z についての説明はこ
こでは省略するが、E3 内での議論に現れたも
のと同様である）を満たすための必要十分条
件も同様の形で求められ、局所座標として等
温なものをとることができる場合はちょう
ど極小曲面に対応する。 
４次元 Riemann空間型内の極小曲面で曲率

が空間の一定断面曲率より小さいものにつ
いて、どの点でも主曲率が単位法ベクトルに
依らないものの特徴づけを得た。またどの点
でも主曲率が単位法ベクトルに依るものに
ついては、主曲率の絶対値の最大値を与える
単位法ベクトルの滑らかな場が局所的に存
在することに着目して、これに関する主分布
と誘導計量の観点での特徴づけを得た。この
ような曲面は既に Tribuzy-Guadalupeによる
1985 年の論文でも調べられていて、上述の特



徴づけに現れる方程式に対応する方程式が
法接続の曲率の観点で記述されているが、こ
の論文では主分布と誘導計量の観点での特
徴づけは行なわれていない（この観点で主分
布に着目することはないだろう）。 

４次元 Lorentz空間型内の平均曲率ベクト
ルが零である空間的曲面で曲率が空間の一
定断面曲率と異なるものの光的法ベクトル
場に関する主分布と誘導計量の観点での特
徴づけを得た（この特徴づけに現れる方程式
に対応する方程式は、Alías-Palmer による
1998 年の論文および Ganchev-Milousheva に
よる 2013 年の論文において法接続の曲率の
観点で記述されている）。 
 E4 内の極小曲面に関する上述の特徴づけ
の別表現が、誘導計量とある正則３次微分の
観点で得られた。Nを一般の４次元超 Kaehler
多様体とし、I、J、K を N の三つの複素構造
とする。I に関する N 内の複素曲線 M の第
二基本形式および複素構造 J から、M 上の
ある３次共変テンソル場 T で M 上のある
複素３次微分Φの実部であるものを構成す
ることができる。N が平坦である場合、
Gauss-Codazzi-Ricci の方程式からΦは正則
３次微分であることがわかりかつΦと誘導
計量の間のある関係式を得ることができ、こ
の関係式が E4 内の極小曲面に関する上述の
特徴づけの別表現であることは直ちにわか
る。さらに Riemann 面 M 上に共形計量およ
び正則３次微分Φでこの関係式を満たすも
のが与えられたとき、整合条件を満たすある
線形過剰決定系の解を用いて M の C2 への
正則はめこみを局所的に構成できる。また M 
の C2 への共形はめこみ F が与えられたと
き、上のような共変テンソル場 T がある正
則３次微分Φの実部でありかつΦと誘導計
量の間の関係式が成り立つならば、F と C2 
＝E4 のある等長変換の合成は正則はめこみ
であることもわかる。 
 C2 内の複素曲線を前段落のように誘導計
量および正則３次微分Φの観点で特徴づけ
ることができるが、この特徴づけに現れるΦ
を局所複素座標 w を用いてΦ＝φdw3 と表
すとき、この複素曲線は局所的に２階線形方
程式 d2f/dw2＋φf＝0 の基本解によって構
成されるアファイン Schwarz 写像と C2 の平
行移動の合成による像とみなされることが
わかった。球面 Schwarz 写像とは C2 の原点
が像に含まれないアファイン Schwarz写像と 
E4＝C2 から３次元球面 S3 への射影の合成で
あるが、球面 Schwarz 写像がはめこみである
場合にある正値関数ρを用いて第一基本形
式および第二基本形式の観点でその特徴づ
けを行なうことができた。球面 Schwarz 写像
を与えるアファイン Schwarz写像による各点
の像と C2 の原点の間の距離を与える正値関
数ρは (logρ2)uu＋(logρ2)vv＝4/ρ4 を満
たし（但し u, v は w の実部および虚部）、
このρを用いてはめこみである球面 Schwarz
写像の第一基本形式および第二基本形式を

記述できる。また Riemann 面 M 上の正値関
数ρで M の各点の近傍上のある複素座標 w 
に対しこの式を満たすものが与えられたと
き、このρに対応するアファイン Schwarz 写
像が存在しそしてこれが与える球面 Schwarz
写像ははめこみである。 
 また以前調べた多項式型の過剰決定系に
ついてさらに詳しいことがわかった。まず系
df＝θ (θは多様体上の１形式)が局所解を
持つこととθが閉形式であることが同値で
あることはよく知られていて、解を持つとき
系は整合条件を満たすので１点で与えられ
た初期値に対し解は一意に定まる。また系 df
＝θ0＋fθ1 が１つの解 f1 を持つことがわ
かっているとき、もう一つの解 f2 が存在す
ることと系が整合条件を満たすことは同値
である。系 df＝θ0＋fθ1＋f2θ2 が各点で異
なる値をとる２つの解 f1、f2 を持つことが
わかっているとき、もう一つの解 f3 が存在
することと系が整合条件を満たすことは同
値である。さて系 df＝θ0＋fθ1＋f2θ2＋f3

θ3 が各点で異なる値をとる４つの解 f1、f2、
f3、f4 を持つことがわかっているとき、系に
現れる１形式θ0、θ1、θ2、θ3 は f1、f2、
f3、f4 によって表される。従って系が整合条
件を満たすかどうかは f1、f2、f3、f4 によっ
て決まり、そのための関係式を具体的に記述
できる。今回わかったことは、各点で異なる
値をとる関数 f1、f2、f3 から作られる１形式 
η＝(f1－f2)df3＋(f2－f3)df1＋(f3－f1)df2 
が零にならないならば、これらの関数に対し
その関係式を満たす f4 が存在し、ηが零に
ならない接ベクトルを持つ曲線上で与えら
れた初期値に対し f4 は一意に定まるという
ことである。１形式ηは多様体上の包合的分
布 D を定め、多様体の次元が３以上である
場合上述の関係式は D の各積分超曲面上の
過剰決定系で整合条件を満たすものを与え
ることがわかり、上の結果が得られた。 
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