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研究成果の概要（和文）：本研究で，自由群の自己同型群のAndreadakis-Johnsonフィルトレイション，及びJohnson準
同型に関する新しい性質をいくつか明らかにすることができた．特に，上三角自己同型群に対するAndreadakis予想の
解決や，自由群のFricke指標環や，SL(m,C)表現から定める環を用いて，Johnson-森田理論の類似物を構築することが
でき，その基礎部分を概ね整備することができた．さらに，写像類群との関連に関する今後の研究へ繋がる道筋をつけ
ることができた．

研究成果の概要（英文）：We obtained many new results for the Andreadakis-Johnson filtration and the 
Johnson homomorphisms of the automrophism groups of free groups. In particular, we gave the affirmative 
answer to the Andreadakis conjecture for the upper triangular automorphism groups, and established an 
analogue of the Johnson-Morita theory by using the rings of Fricke characters of free groups and the 
rings of SL(m,C)-representations of free groups. We expect that these results have good applications for 
the study of the mapping class groups of surfaces.

研究分野： 代数的位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 
 自由群の自己同型群は，曲面の写像類群と
並び古くから多くの研究者によって様々な
手法を用いて精力的研究されてきた群であ
る．特に，Vogtmann, Hatcher, Galatius ら
による有理自明係数安定ホモロジー群の計
算や，森田茂之，河澄響矢らによる Johnson
準同型を用いた研究が盛んに行われていた． 
 自由群のアーベル化に自明に作用するよ
うな自己同型たちのなす正規部分群を IA-自
己同型群という．IA 自己同型群は曲面の写像
類群における Torelli 群に対応する群であり，
自由群の自己同型群の群論的構造の豊かさ
や複雑さを数多く反映する．1935 年に
Magnus によって，IA-自己同型群が有限生成
であることが示され，Cohen-Pakianathan, 
Farb, 及び河澄響矢の独立した仕事により
アーベル化の構造が決定されていた．しかし
ながら，自由群の階数が 4 以上の場合は有限
表示可能かどうかさえも決定されておらず，
2 次元以上の整係数コホモロジーについては，
具体的な構造が何一つ分かっていなかった． 
IA 自己同型群は組み合わせ群論的にもホモ
ロジー代数的にも非常に扱いが難しい群で
ある． 
 私は，IA 自己同型群の構造を直接調べるの
ではなく，ある降下フィルトレイションを用
いて逐次次数商を調べるという，Johnson 準
同型という道具を用いた研究を行ってきた．
自由群の各冪零商に自明に作用する自己同
型たちのなす部分群たちは，自由群の自己同
型群にある中心的降下フィルトレイション
を定める．これを Andreadakis-Johnson フ
ィルトレイションという． この次数商の構
造を記述するものとして Johnson 準同型が
定義される．以前のの研究で， Johnson 準
同型を IA 自己同型群の降中心列に制限した
場合の安定的有理余核を決定していたが，完
全な余核を決定することは甚だ難しい．そこ
で，Andreadakis-Johnson フィルトレイショ
ンが，IA 自己同型群の降中心列に一致するの
ではないかという，Andreadakis 予想の解決
は，我々の一連の研究をより盤石なものにす
るために是非取り組むべき課題であった． 
 一方で，IA 自己同型群の整係数ホモロジー
群は自由群の自己同型群のねじれ係数コホ
モロジー群と表裏一体の関係にある．それま
で自由群の自己同型群のねじれ係数コホモ
ロジーは体系的に研究されたことがなかっ
たので，IA 自己同型群の整係数ホモロジー群
の構造や，非自明な高次元コサイクルの構成
に関する研究は，大きなインパクトを生み出
すものと考えていた． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究開始時の主な目的のうちの一つが，
上述した Andreadakis 予想の解決である．
Johnson 準同型のそれまでの研究の完成度

を高めるという意味でも，この目的に掲げる
ことは至極妥当なところである．一方で，こ
れを完全に決定することは相当な組み合わ
せ論的複雑さ，困難さが見込まれる．そこで，
Andreadakis-Johnson フィルトレイション
と，IA-自己同型群の降中心列が，有限指数
だけズレを許して一致するかという，有理
Andreadakis 予想の解決を試みることも目
的とした．このような問題の「簡易化」を行
う大きな意義は，GL 表現論が使える点にあ
る． 
一方，もう一つの主な目的は IA 自己同型

群の整係数ホモロジー群の解明であり，特に
具体的な目標は，まずその 2 次元コホモロジ
ー群を決定することである．Pettet によって
1 次元コホモロジーのカップ積の像について
は完全に決定されているが，それが全体を生
成しているかどうかは重要な未解決問題で
あると考えていたためである． 
 
３．研究の方法 
 
 我々の研究手法の特徴はとり分け代数的
であり，特に組み合わせ群論とホモロジー代
数を用いた，具体的かつ膨大な計算による職
人芸的な要素が強い． 
 
上記の研究目標で述べた，「有理係数版の

Andreadakis 予想」を解決するには，IA 自己
同型群の降中心列に制限した有理Johnson準
同型が単射であることを示せばよい．言いか
えると，IA 自己同型群の降中心列の各次数商
が,有理 Johnson 準同型写像の像と有理数体
上のベクトル空間として同型であることを
示せばよい．そのためには，IA 自己同型群の 
Magnus 生成系による重み交換子たちの間の
たくさん関係式を見つけ，それによって各次
数商の生成元を有理Johnson像の次元まで減
らせることを示せばよい．そこで，まずは 
自由群の階数が低い場合に，組み合わせ群論
の具体的な計算を行い，様子を確かめ，そこ
で得られた結果を高い次数の場合に拡張で
きないか考察する． 
 
また，2 次元コホモロジーの計算に関して

は，それまでに行っていた自由メタアーベル
群の自己同型群に対する結果の類似物が構
成できないかを考察する．自由メタアーベル
群の IA 自己同型群の，Magnus 生成系の間の
関係式のある性質に注目することで，1 次元
コホモロジーのカップ積の，2 次元コホモロ
ジーにおける像を組み合わせ群論的に記述
することができる．これと同様のことを自由
群の自己同型群の場合に構築できないか取
り組む． 
 
４．研究成果 
 
 以下，本研究で得られた主な結果をまとめ
る． 



 
（１） 自由群の Fricke 指標環に対する

Johnson-森田理論の構築 
 

本研究に着手し種々の計算を実行したが，
IA 自己同型群の Magnus 生成系たちの交換子
の間の関係が非常に複雑であり，なかなか研
究が進展しなかった．そこで，交換子に頼ら
ないような，別種の観点から自由群の自己同
型群の作用の様子を記述し，それらと交換子
群の間の関係を改めて記述できないかとい
うことを考えるようになった．結果として，
自由群の SL(2,C)表現の指標たちを使うと，
Johnson 準同型の理論と同様のことが成り立
つことが分かった．具体的には，自由群の
Fricke 指標環の，あるイデアル降下列を考え，
これらへの自由群の自己同型群の作用を考
えることにより，自由群の自己同型群に新し
い中心的降下フィルトレイションが定まる．
このフィルトレイションの k 次の部分群は，
Andreadakis-Johnson フィルトレイションの
2k 次の部分群を含んでいることが分かり，
Johnson準同型のFricke指標版が構築できる
ことが分かった．（以上まで，東京農工大の
畠中英里氏との共同研究）さらに，森田茂之
氏による，写像類群の第 1Johnson 準同型の
写像類群への拡張を参考に，Fricke 指標版の
第 1Johnson 準同型が自由群の自己同型群上
に，crossed homomorphism として拡張すると
いう結果も得られた．これは，本質的に新し
いコサイクルであり，専門家に対するインパ
クトなどを考慮すると今後の研究の進展に
期待している． 
 

（２） 自由群の”上三角”IA-自己同型群
に対する Andreadakis 予想の解決 

 
 Andreadakis 予想を解決するために，多く
の計算を実行したが，その中で，ある特定の
関係式のみに注目すれば，そのような関係式
のみを持つ部分群に対してはAndreadakis予
想が肯定的に解決できることが分かった．具
体的には，自由群の自己同型群から一般線型
群への標準的写像の像が上三角行列となる
ような，Nielsen 自己同型たちで生成される，
自由群の自己同型群の部分群を考える．これ
に対して，研究手法で述べた議論を適用する
と予想通りの流れで結論が証明できた．さら
に，”上三角”自己同型群と IA-自己同型群
の共通部分である，”上三角”IA-自己同型
群に関して，その無限表示を得ることができ
た． 
 
 自由群の自己同型群と，”上三角”自己同
型群とではかなりの差があり，上記の結果か
ら直ちにもともとのAndreadakis予想が解決
できるわけではない．しかしながら，Magnus
が有理整数環上の一般線型群の表示を求め
る際に考えた，一般線型群の標準形を見ても
分かるように，”上三角”自己同型群は，自

由群の自己同型群のある種の標準形を構築
する上で重要な役割を果たすものと考えて
おり，その意味で，今回の結果は今後の研究
の足掛かりとして有意義なものであると考
えている． 
 
（３） McCool 群の Johonson 準同型の像の

特徴づけ 
 
一般に，IA 自己同型群の Magnus 生成系は

2種類あり，そのうち，McCool 群を生成する
ものに限定すれば，関係式は極端に簡明にな
る ． そ こ で ， こ の よ う な 群 に 対 し て
Andreadakis 予想が解決できるかを試みた．
そのためには，Johnson 準同型の像が決定さ
れていなければならないので，まず，McCool
群の Johnson 像についての研究を行い，いく
つかの結果が得られた．特に，ある種の Trace
写像を構成し，McCool群のJohnson像たちが，
自由 Lie代数の微分代数のある部分 Lie代数
に含まれていることなどが分かった． 
 

（４） 自由群の SL(m,C)表現の座標環に対
する Johnson-森田理論の構築 

 
 この研究は（１）の研究の一般化である．
自由群の SL(m,C)表現全体のなす集合上の複
素数値函数全体のなす環において，表現の行
列の各成分とる函数たちで全体生成される
部分環を考える．すると，この環には自由群
の自己同型群が自然に作用し，あるイデアル
たちの降下フィルトレイションが定まる．こ
のイデアル列の次数商の GL 加群として構造
を決定した．また，このイデアル列の冪零商
に自明に作用するような自由群の自己同型
たちのなす部分群は，自由群の自己同型群に
中心的降下列を定める．この降下列が，次数
ごとにAndreadakis-Johnsonフィルトレイシ
ョンを含むことを示した．特に，次数が低い
部分では両者は一致することがわかり，すべ
ての次数で一致するのではないかという予
想の下，現在も研究を進めている． 
 
 以上が主な研究成果であるが，IA 自己同型
群の2次元コホモロジー群に関しては特筆す
べき結果は得られなかった．今後は視点を変
えて，位相幾何学的な観点からの研究に注力
していきたいと考えている． 
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